A1l — Evaluation accélérée d’'automates

On suppose donnés un alphabet ¥, un automate fini déterministe complet A sur X, et un mot
w=ag---ap—1 de ¥*. Pour 0 <14 < j <n, on notera w(i, j| le facteur a;a;41---aj—1 de w.

L’objet du probléme est de répondre efficacement a des requétes de la forme suivante : étant donnés
deux indices i et j avec 0 < i < j < n, déterminer si w[i, j] est accepté par A.

Question 0. Donner le pseudo-code d'un algorithme qui, étant donné une requéte, y répond. Préciser
sa complexité en temps et en espace.

Dans la suite de ce probléme, on va chercher a concevoir, étant donnés A et w, une structure de
données appelée index qui permette de répondre plus efficacement aux requétes.

Question 1. Expliquer comment calculer & partir de A et w un index de taille O(n?) qui permette de
répondre a toute requéte en temps O(1).

Question 2. uelle est la complexité en temps de calculer 'index de la question 17
p P q

Question 3. Notons @ l'ensemble d’états de 'automate A, et 6 : @ x X — @ sa fonction de
transition. On étend 0 & une fonction 6* : @ x ¥* — @ par récurrence en posant 0*(q,€) := ¢ et
0*(q, au) := §*(0(q,a),u). On appelle effet de transition du mot v € ¥* la fonction f, : Q@ — @ définie
par f,(q) := 0*(q,u) pour tout q € Q.

Décrire 'effet de transition du mot vide e. Pour tous mots u,v € ¥*, exprimer f,, en fonction de f,

et de f,.

Question 4.  On supposera pour simplifier que la longueur |w| de w est une puissance de 2. On dit que
deux nombres ¢ < j sont des multiples consécutifs d’une méme puissance de 2 si j — i est une puissance
de 2 qui divise ¢ et j.

En s’inspirant de la question 3, proposer un algorithme de type “diviser pour régner” qui calcule f,
pour tous les facteurs u = wli, j| de w o i et j sont des multiples consécutifs d’'une méme puissance
de 2. Analyser la complexité en temps de ce calcul.

Question 5. Présenter un algorithme qui utilise I'index de la question 4 pour répondre a des requétes,
et préciser sa complexité en temps. Conclure.



Suite des questions

Question 6. On cherche & présent & supporter, en plus des requétes présentées dans le sujet, des mises
a jour dont Veffet est le suivant : étant donné 1 < i < n et a € ¥, modifier la i-éme lettre de w pour la
remplacer par a.

Expliquer comment la méthode de la question 5 peut étre modifiée pour gérer des mises & jour. Quelle
est la complexité en temps de l'opération de mise & jour ?

Question 7. Pourrait-on supporter des opérations d’insertion ou de suppression de lettres ? Quelles
seraient les difficultés ?

Corrigé

Question 0. Sans index, on évalue simplement l'automate sur le facteur w[i, j]. Si on suppose que w
est stocké dans un tableau, on accéde en temps constant aux cases successives et on simule I’évaluation
de 'automate. La complexité en temps est en O(j — i), ou O(n). L’espace nécessaire est celui pour
stocker un état de ’automate, c’est-a-dire une complexité en espace constante si on peut stocker un
état dans un mot mémoire.

Question 1. On peut calculer un index qui stocke, pour chaque paire 0 < i < j < n, le résultat de la
requéte correspondante, i.e., un booléen indiquant si wli, j] est accepté ou non par automate. La taille
mémoire de cet index est bien en O(n?). En stockant cet index dans un tableau & double entrée, on
peut accéder a la case correspondant & (i, 7) en temps constant, soit répondre aux requétes en temps
constant.

Question 2. Un algorithme naif consiste & considérer toutes les paires 0 < i < j < n et a simuler,
pour chacune d’entre elles, 'évaluation de 'automate. La complexité de cet algorithme est en O(n?).

On peut faire mieux en énumérant tous les choix de 0 < i < n, et pour chaque ¢, simuler I’évolution
de 'automate & partir de la i-éme lettre de w jusqu’a la derniére lettre, et calculer ainsi la valeur de
wli, 7] pour j de i & n. La complexité est en O(n?). Bien str, on ne peut pas espérer faire mieux que
O(n?) parce que c’est la taille de la structure de données & calculer.

6*(q

Question 3. Pour tout ¢ € @, on a par définition f.(¢) = §*(q,
= 6"(q,uv)

Pour tous u,v € ¥*, pour tout ¢ € Q, on a fu,(q)
a fuv = fv © fu

€)

q, donc f. est la fonction identité.
(

5(5%(q, w)s v) = ol fulg)), ainsi on

Question 4. Ecrivons n = 2¥. On va présenter un algorithme qui calcule, pour e de 0 & k inclus,
la fonction f, pour tous les facteurs u = w[i, j] de w ou 7 et j sont des multiples consécutifs de 2€,
c’est-a-dire que ¢ est un multiple de 2° et j = ¢ + 2°.

Le cas de base est celui de e = 0, auquel cas i et j sont des entiers consécutifs. Le mot wli, j| est
alors un singleton, et f,; ; est la fonction qui & ¢ associe (g, a;) ; on peut le calculer en temps O(|Q]).
Pour e > 0, on considére les 2°7¢ valeurs de i entre 0 inclus et n exclu, ¢’est-a-dire i = p2¢ pour
0 < p < 2k et les valeurs de j correspondantes. On a alors w[i,j] = w[i,i + 2~ wl[i + 2°71, j], et
il est clair que 4,7 + 2°71, et i + 2°71, j sont deux paires de multiples consécutifs de 2¢~!. En effet,
pour chacune de ces paires, leur différence vaut bien 267!, et les deux extrémités sont divisibles par
2¢~1 car c’est le cas de i et j (qui sont divisibles par 2¢) et c’est donc le cas de i + 2°71. Ainsi, on
peut calculer f[; 5] = fulitee-14) © fwlii+2e-1] Par la question 3, ces deux valeurs ayant été calculées
lorsqu’on a considéré la valeur précédente de e. Chacun de ces calculs s’effectue en temps O(|Q)]) : pour
chaque g € @, on calcule son image par f,;; en calculant son image par la deuxiéme fonction, puis
par la premiére.
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Il est clair que cet algorithme effectue un nombre linéaire d’opérations de complexité O(|Q]), donc sa
complexité est en O(n x |Q)]).

Question 5. Etant donné une requéte 0 < i < j < n, on va chercher a calculer la fonction Juwlij)- Cette
fonction permet en particulier de déterminer en temps constant si wli, j] est accepté par 'automate,
puisqu’il suffit de vérifier si f,[; ;1(q0) € F', pour go I'état initial et I’ I'ensemble des états finals.

On dit qu'une paire 0 < i < j < n est alignée a gauche si i est un multiple de 2l10g2(1=1)] et qu’elle
est alignée a droite si j satisfait cette condition. On explique d’abord comment traiter le cas d’une
requéte dont la paire est alignée a gauche. Si j =i+ 1, on renvoie f,[; ;1) qui a été calculé comme
cas de base de la question 4. Sinon, soit e := [logy(j — )| > 0. On sait que i est un multiple de 2¢,
par définition de e on a j > i + 2°7!. Mais il est clair que 4,7 4+ 27! sont des multiples consécutifs
de 2671 et il est clair également que i + 271, j est une requéte dont la paire est alignée a gauche,
car j — (i +2¢71) = j —i—2¢7t < 2¢ — 2671 <9267 ot j + 27 est un multiple de 2¢71. Ainsi, on
peut calculer f,[; ; comme la composition de f[;;y2e-1) (pré-calculée a la question précédente) et de
fuwfi+2e-1 ;] (calculée par un appel récursif, cette récursion étant bien fondée car I'entier |logy(j — )] a
décru strictement). L’algorithme récursif ainsi décrit permet ainsi de répondre a une requéte dont la
paire est alignée a gauche en k opérations, chacune de cotit |@Q| (si 'on suppose que le calcul du log,
s’effectue en temps constant), donc son coiit est O(|Q| x logn).

Il est clair qu’on peut traiter de maniére symétrique le cas d’une requéte alignée a droite. Pour traiter
les requétes générales, il ne reste plus qu’a observer que 'intervalle [i, j[ décrit par une paire quelconque
0 <i < j < n peut s’écrire comme 'union de l'intervalle d’une paire alignée & droite, de celui d’une
paire alignée a gauche, et de celui d’une paire de multiples consécutifs d’'une méme puissance de 2
(avec la possibilité que certains de ces intervalles soient en fait vides). En effet, fixons i et j et posons
e 1= 2l108:(=)] > 0. On sait donc que 267! < j — i < 2¢, donc lintervalle [i,7[ de N contient un ou
deux multiples de 27!, S’il n’y en a qu’un, soit m ce multiple, on a i < m < j, et m —i < 2°71 et
j —m < 2°7! sinon l'intervalle correspondant contiendrait un autre multiple de 2°~!. 11 est alors clair
que la paire i,m est alignée a droite (ou bien ¢ = m), et que la paire m,j est alignée & gauche (ou
bien j = m), donc on peut résoudre la requéte en calculant la composition du résultat pour ces paires
(avec la fonction identité pour les paires vides). S’il y a deux multiples i < mj < ma < j de 27! on
observe a nouveau que i, mp est aligné a droite ou vide, ma, j est aligné a gauche ou vide, et mq,mo est
une paire de multiples consécutifs de 2671, donc on conclut comme précédemment en utilisant I’index
pour la paire m1,meo. La encore, on pourra supposer que les calculs arithmétiques du logarithme et des
multiples s’effectuent en temps constant.

Ainsi, la complexité de traitement d’une requéte arbitraire est en O(|Q| x logn). On note qu’on peut
éliminer le facteur |@Q| de la complexité si on remplace toutes les routines qui calculent explicitement
la fonction f,; ;) par une routine qui prend comme argument supplémentaire un état et qui renvoie
'image de cet état par f,; j; et on remplace la composition explicite de fonctions par la composition
des appels récursifs. On aboutit ainsi & une complexité de O(logn).

En conclusion, la structure de données décrite aux questions 4-5 (pré-calcul en temps linéaire,
traitement de chaque requéte en temps logarithmique) réalise donc un bon compromis entre le fait de
ne pas avoir d’index (pas de pré-calcul, traitement de chaque requéte en temps linéaire) et I'index naif
des questions 1-2 (pré-calcul quadratique, traitement de chaque requéte en temps constant).

Question 6. La maniére naive d’appliquer une mise & jour est de recalculer complétement la structure
d’index, on paie alors & nouveau le coiit linéaire du pré-calcul.

Une meilleure solution consiste & observer que, dans ’algorithme de pré-calcul de la question 4, pour
chaque valeur de e, il y a une unique paire ¢,j de multiples consécutifs de 2¢ pour laquelle le mot
wli, j] a été modifié (et pour laquelle il faut donc recalculer f,(; ;) dans I'index). On peut ainsi relancer
I’algorithme de pré-calcul mais pour chaque valeur de e on ne traite que cette paire. Le résultat est
correct (de la méme maniére que l'algorithme de la question 4 est correct), et la complexité est en
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0(1Q| x logn).

L’algorithme de la question 5 est inchangé. On aboutit donc aux complexités suivantes en fonction
du mot w : pré-calcul linéaire, réponse aux requétes en temps logarithmique, support des mises & jour
en temps logarithmique.

Question 7. Une premiére difficulté posée par I'insertion et la suppression de lettres est qu’on ne peut
plus supposer que la longueur du mot est une puissance de deux, mais il ne s’agit pas d’une différence
essentielle.

La principale difficulté est que les insertions et suppressions décalent les positions dans le mot, de
sorte que les effets de transition pré calculés ne sont plus alignés avec des puissances de 2. On peut voir
de maniére plus générale la structure d’index de la question 4 comme un arbre binaire (qui, dans le cas
de la question 4, est complet) ; et algorithme de la question 5 comme la décomposition d’un intervalle
de feuilles de cet arbre comme 'union de ’ensemble des feuilles accessibles depuis au plus 2h + 1 noeuds
de I'arbre, ol h est la hauteur de I’arbre. Autrement dit, la question 4 calcule un index qui est un arbre
binaire a n feuilles ou la i-éme feuille stocke fy,; i41] €t ol tout neeud interne stocke la composition
des fonctions stockées par ses enfants : et la question 5 décompose un intervalle I de feuilles de I'arbre
binaire en recherchant leur plus grand ancétre commun et en déterminant un ensemble d’au plus 2h + 1
descendants incomparables de cet ancétre commun tel que I est exactement I’union, pour chaque nceud
n de cet ensemble, des feuilles accessibles & partir de n.

Lors d’une insertion ou d’une suppression, on peut mettre a jour ’arbre d’index en insérant ou en
supprimant la feuille concernée, et en mettant a jour ses ancétres : la complexité en fonction du mot
est en O(h) ou h est la hauteur courante de 'arbre d’index. De méme, I’algorithme de la question 5
s’exécute en O(h).

La véritable difficulté pour gérer les insertions et suppressions est donc de garantir que ’arbre d’index
reste équilibré (de hauteur logarithmique), ce qui n’est pas le cas en général. On pourrait montrer que
I’aspect équilibré de 'arbre peut étre maintenu en effectuant des rotations lorsque ’arbre est modifié,
comme pour les arbres AVL, ce qui permet ainsi aprés un pré-calcul linéaire de gérer les insertions,
suppressions, substitutions en temps logarithmique et de répondre aux requétes en temps logarithmique.
Un résultat plus général est montré dans [Niel§|.

Références

[Niel8] Matthias Niewerth. MSO queries on trees : Enumerating answers under updates using forest
algebras. In Proc. LICS, 2018.
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A2 — Homomorphismes d'arbres

On rappelle qu'un arbre est un graphe non-orienté connexe acyclique. Un arbre enraciné T est obtenu
en prenant un arbre, en distinguant un sommet de ’arbre appelé racine, et en orientant les arétes de
sorte que la racine n’ait aucune aréte entrante et chaque sommet ait au plus une aréte entrante.

Un homomorphisme d’arbres d’un arbre T} vers un arbre T5 est une application h de I’ensemble des
nceuds de T vers celui des noeuds de T qui satisfait la condition suivante : pour toute aréte {u,v}
de Ty, la paire {h(u),h(v)} est une aréte de Ty. Un homomorphisme d’arbres enracinés h d’un arbre
enraciné T4 vers un arbre enraciné T5 est une application h de 'ensemble des nceuds de T4 vers celui
des noeuds de 75 telle que 'image par h de la racine de T} est la racine de T5, et telle que, pour toute
aréte (u,v) de Ti, le couple (h(u),h(v)) est une aréte de Tb.

Question 0. Construire un homomorphisme de 'arbre T3 vers I’'arbre T5. Y a-t-il un homomorphisme
de 'arbre enraciné T7 vers l'arbre enraciné T 7

T Ts T{ Té
1—2—3 B—C v A
I SN RN
4 A D 2/ 3/ B ! D'
|
4/

Question 1. Proposer un algorithme qui, étant donné un arbre 77, construit un homomorphisme de
T7 vers I’arbre comportant deux sommets et une unique aréte joignant ces deux sommets. En déduire
un algorithme qui, étant donné deux arbres T} et Th, détermine s’il existe un homomorphisme de T}
vers Th, et en calcule un le cas échéant.

Question 2. Proposer un algorithme qui, étant donné deux arbres enracinés T3 et T, détermine s’il
existe un homomorphisme de T3 vers Th, et en calcule un le cas échéant.

Question 3. On fixe un ensemble de couleurs C. Un graphe C-colorié est un graphe G et une
application qui associe & chaque aréte {u,v} de G une couleur de C. Un graphe C-colorié orienté est
défini de la méme maniére mais les arétes sont des couples (u,v). On étend ces définitions pour parler
d’arbres et arbres enracinés C-coloriés. On définit un homomorphisme h d’arbres C-coloriés d’un arbre
T) a un arbre T en imposant également que la couleur de toute aréte {u,v} de T3 soit la méme que
celle de son image par h dans T3, et on définit de méme la notion d’homomorphisme d’arbres enracinés
C-coloriés.

Proposer un algorithme qui, étant donné deux arbres enracinés C-coloriés T3 et Th, détermine s’il
existe un homomorphisme de 717 vers 15, et en calcule un le cas échéant.

Question 4. Proposer un algorithme qui, étant donné deux arbres C-coloriés Ty et Ts, détermine s’il
existe un homomorphisme de T3 vers T5, et en calcule un le cas échéant.



Corrigé

Question 0. On peut définir un homomorphisme de 77 dans 75 par :

— h(l):=A
— h(2):=B
— h(3):=C
— h(4):=C

Il n’existe pas d’homomorphisme de 7] dans T3. En effet, supposons par 'absurde qu’il existe un tel
homomorphisme h, on sait que h(1") = A’, de sorte que h(2') doit étre I'un de {B’,C’, D'}, mais h(3’)
doit alors étre un enfant de I'un de ces sommets, ce qui n’est pas possible.

Question 1. Cette question revient & bicolorier arbre d’entrée T7, ce que I'on peut faire en temps et
occupation mémoire linéaires par un parcours en profondeur a partir d’'un sommet arbitraire de 77.
Ainsi, étant donné deux arbres 77 et T5 :

— Si T3 est vide alors '’homomorphisme trivial convient
— Sinon, si T, est vide alors il n’y a pas d’homomorphisme

— Sinon, si 77 ne contient aucune aréte alors on prend un homomorphisme envoyant chaque sommet
de T} vers un sommet quelconque de T»

— Sinon, si T5 ne contient aucune aréte alors il n’y a pas d’homomorphisme

— Sinon, on utilise I'algorithme mentionné précédemment pour calculer un homomorphisme vers
une aréte quelconque de T5, ce qui conclut.

Question 2. On montre d’abord que 77 a un homomorphisme vers T5 si et seulement si la hauteur de
T7 est inférieure ou égale a la hauteur de T5. En effet, si la hauteur de 717 est strictement plus grande
que celle de Ty, en considérant un chemin orienté dans 7; de longueur maximale (c’est-a-dire un chemin
de la racine a une feuille), on voit que son image dans T, devrait étre un chemin orienté de la méme
longueur, ce qui n’est pas possible.

A Tinverse, si la hauteur de T} est plus petite ou égale a celle de T, on peut construire un
homomorphisme en choisissant un chemin orienté de longueur maximale dans 75 et en envoyant chaque
sommet T} & une distance ¢ de la racine vers le i-éme sommet du chemin orienté dans 75 en partant de
la racine.

Ainsi, on peut résoudre le probléme en temps et en occupation mémoire linéaires en calculant
récursivement la hauteur de chaque sommet de 77 et de 75, en comparant ces grandeurs, et si un
homomorphisme existe on construit un chemin orienté quelconque de longueur maximale dans 75 et en
calculant I'image de chaque sommet de 77 comme on I’a expliqué.

Question 3. On calcule, pour chaque paire de noeuds nq de T et no de To, I'information booléenne
f(n1,n2) indiquant s’il y a un homomorphisme du sous-arbre de T enraciné en n; vers T qui envoie
ny sur ng. On initialise d’abord f(nq,n92) & VRAI pour toutes les feuilles ny de T3 et tous les nceuds no
de T. Ensuite, on parcourt T} de bas en haut. Pour calculer f(ni,ns) pour un nceud n; quelconque
de T7 et un noceud quelconque ngy de 15, on passe en revue chaque enfant u, de n; relié a n; par une
aréte de couleur ¢ € C. Si, pour 'une des valeurs de uq, le nceud ny n’a pas d’aréte sortante colorée
par ¢ vers un nceud us tel que f(uy,us) soit VRAI, alors on stocke que f(n1,n2) est FAUX. A I'inverse,
si ces tests ont réussi pour chaque choix de uj, on stocke que f(ny,na) est VRAL

L’algorithme général renvoie VRAI si f(r1,72) est VRAI pour 71,7y les racines respectives de T} et
de T5. La correction de cet algorithme est facilement établie par récurrence sur les sous-arbres de T7.
Sa complexité mémoire est en O(|T7| x |T3]). Sa complexité en temps de calcul est la méme (chaque
paire d’arétes ne sera considérée qu'une seule fois).
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Si I'algorithme renvoie VRAI, on peut facilement calculer 'homomorphisme en temps linéaire en
procédant de haut en bas : on envoie la racine de 17 vers celle de T5, et pour chaque enfant u; de la
racine de 77, on trouve un enfant uy de la racine de Ty tel que le sous-arbre 77" de T enraciné en u;
ait un homomorphisme vers T» qui envoie u; vers ug (il existe nécessairement par construction) et on

rappelle récursivement le calcul de haut en bas pour calculer un homomorphisme pour le sous-arbre
T,

Question 4. Indication : Adapter la question précédente

On enracine 'arbre 77 en un sommet arbitraire et on applique une variante de l'algorithme de la
question 3. La différence principale est que, dans la définition inductive de f(u1,u2), pour chaque enfant
n1 de u; par une aréte coloriée ¢, on considére maintenant toutes les arétes incidentes & ug coloriées
c sans se préoccuper de leur orientation. Par ailleurs, comme il n’y a plus de racine, la condition de
succeés est que f(r1,n2) soit VRAI pour r; la racine arbitrairement choisie pour 73 et pour un noeud
quelconque ny de T5. Enfin, on prend soin de mémoiser la fonction récursive afin d’obtenir la bonne
complexité.

Attention, ’algorithme consistant & enraciner 715 n’est pas correct.

Sujet A2 Homomorphismes d’arbres 3



A3 — Isomorphisme d’arbres

Un isomorphisme d’un arbre 77 vers un arbre T5 est une bijection ¢ des noeuds de T vers ceux de 15
qui satisfait les conditions suivantes :

— On a (r1) = rg, ol 1 et ro sont les racines respectives de T et de Th

— Pour tout neeud n; de T} qui n’est pas la racine, pour p; le parent de ny, on a que ¢(n;) est un
enfant de ¢(p1).

Question 0. Donner un isomorphisme de T} vers T pour 'exemple suivant. Cet isomorphisme est-il

5/ \6 7 8/ \9 E F/ \G H/ \I
10 11/ \12 J/ \K L

Question 1. On définit une relation sur les arbres en disant que 17 et T sont isomorphes s’il existe
un isomorphisme de 77 a T5. Montrer qu’il s’agit d’une relation d’équivalence.

Question 2. On suppose que les arbres T; et Ty sont binaires, ¢’est-a-dire que chaque nceud interne a
exactement deux enfants. Proposer un algorithme qui détermine si 77 et T sont isomorphes, et calcule
un isomorphisme le cas échéant. Préciser sa complexité en temps et en espace.

Question 3. Généraliser cet algorithme au cas ot 71 et To ne sont plus binaires, et discuter de la
complexité en temps et en espace.

Question 4. On suppose & nouveau que 17 et T sont binaires, et on cherche un algorithme plus
efficace. Etant donné deux séquences d’entiers naturels s; et so, on note min(sy,ss) la plus petite
de ces séquences dans 'ordre lexicographique, on note max(s1, s2) la plus grande, et on note s; @ so
la séquence obtenue en concaténant sy et sg. Pour ¢ € N, on note (i) la séquence d’entiers singleton
comportant un seul terme égal a <.

Le code x(T) d’un arbre binaire T est la séquence d’entiers définie inductivement comme suit :

— Si T est une feuille, alors on a x(7") := (1)

— Si T n’est pas une feuille, alors soit n la racine de T, soit T le sous-arbre enraciné au premier
enfant de n, soit T” le sous-arbre enraciné au second enfant de n, soit v le nombre de sommets
de T, soit k' := x(T"), et soit k" := x(T"), alors on a x(T') := (v) ® min(x’, ") © max(x’, K").

Montrer qu’il existe un isomorphisme de T vers T; si et seulement si x(771) = x(73).



Suite des questions

Question 5. Toujours sous 'hypothése que T3 et T sont binaires, utiliser la question précédente pour
proposer un algorithme pour déterminer si T; et 15 sont isomorphes et construire un isomorphisme le
cas échéant. Discuter de sa complexité en temps.

Question 6. Généraliser les questions 4 et 5 au cas ou les arbres T et T ne sont plus binaires, et
discuter de la complexité obtenue.

Question 7. Proposer un algorithme en temps linéaire pour déterminer, étant donnés T et 75, s’ils
sont isomorphes, et calculer le cas échéant un isomorphisme.

Corrigé

Question 0. Oui, on peut définir A comme suit :

— h(1):=A4
— h(2):=D
— h(3):=B
— h(4):=C
— h(5):=1
— h(6):=H
— W7):=F
— h(8):=G
— h(9):=F
— K(10):=L
— h(11):=J
— h(12) = K

Cet isomorphisme n’est pas unique, on peut obtenir un autre isomorphisme h’ défini comme h sauf
que h(11) := K et h(12) := L. Ce sont la les deux seules possibilités.

Question 1. On vérifie les trois propriétés :
Réflexive. La fonction identité est toujours un isomorphisme d’un arbre vers lui-méme.

Symétrique. S’il existe un isomorphisme ¢ d’un arbre T vers un arbre Ts, alors la fonction inverse
1~ est une fonction des nceuds de Ty vers les nceuds de T} qui est toujours une bijection, on a
bien :~!(r9) = ¢~ (¢(r1)) = 71, et pour tout noceud ny de T qui n’est pas la racine, pour ps son
parent, en notant n; := Fl(ng), et p1 le parent de my, on sait par définition que ¢(n;) est un
enfant de ¢(py), c’est-a-dire que ¢(p1) est le parent de ¢(¢~!(ng2)) = no. Ainsi, comme ns n’a qu’un
seul parent, on sait que ¢(p1) = p2, c’est-a-dire 1! (py) = p1. Ainsi, on a bien que t~!(ng) est un
enfant de t~!(p2), donc la condition d’un isomorphisme d’arbres est vérifiée.

Transitive. S’il existe un isomorphisme t12 de 17 vers T5 et un isomorphisme t93 de T vers T3, alors
en notant t13 = t93 0 112, on sait que t13 est une bijection des nceuds de T vers les noeuds de
T5. En notant r1, 79, r3 les racines respectives de T, T, T3, on sait que t13(r1) = to3(t12(r1)) =
t23(re) = r3, donc la condition sur les racines est vérifiée. Enfin, pour tout nceud n; de 77 qui
n’est pas la racine, pour p; le parent de ny, on sait par la condition sur tj2 que t12(n1) est un
enfant de ¢12(p1), et on sait par la condition sur teg que ta3(t12(n1)) est une enfant de to3(t12(n1)),
c’est-a-dire que ¢13(n1) est un enfant de ¢13(p1), et ainsi 113 est bien un isomorphisme d’arbres.
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Question 2.  On calcule une fonction récursive f(nq,n9) qui indique, étant donné un noeud ny de Ty
et un nceud no de 15, si le sous-arbre de T3 enraciné en n; et le sous-arbre de T5 enraciné en ny sont
isomorphes :

— Si ny et ng sont tous deux des feuilles, alors f(n1,ng) est VRAI
— Si l'un de {ny,na2} est une feuille et 'autre est un nceud interne, alors f(ni,ng2) est FAUX

— Si ny est un neeud interne de 77 ayant pour enfants n et nf, et ny est un nceud interne de Th
ayant pour enfants n), et nj, alors f(ni,n2) est VRAI si et seulement si 'une des conditions
suivantes est vraie :

— f(nf,nh) est VRAI et f(nf,nf) est VRAI
— f(nf,nY) est VRAI et f(nf],n}) est VRAI

On termine en renvoyant vrai si et seulement si f(r1,72) est VRAIL pour r; et r2 les racines respectives
de T1 et de Th. Il est clair par récurrence que cet algorithme effectue le bon calcul, en notant que si ny
et ng sont des noeuds internes alors un isomorphisme du sous-arbre de 17 enraciné en n; au sous-arbre
de T, enraciné en no doit envoyer nq vers ng, et doit étre une bijection entre les deux enfants de nq et
les deux enfants de no de sorte que les sous-arbres enracinés aux paires de sommets en correspondance
bijective soient isomorphes.

La complexité en temps et en espace est de O(|T}| x |T2]). Une fois I’exécution terminée, on peut
facilement construire un isomorphisme s’il en existe un, avec les mémes complexités, en parcourant les
deux arbres de haut en bas : on envoie r1 vers r9, quand nj et ny sont des feuilles alors on envoie ny vers
ng, et quand ni et ng sont tous deux des nceuds internes alors on définit I'isomorphisme sur les enfants
de ny et de ng suivant la bijection qui justifie que f(ni,n2) était VRAI et on descend récursivement
dans les paires de sous-arbres correspondantes.

Question 3. Si les arbres T et 15 ne sont pas binaires, alors le cas des nceuds internes est modifié.
On connait par hypothése d’induction un graphe biparti entre les enfants de ny et ceux de ng avec une
aréte entre deux enfants s’il a été déterminé par un appel récursif que leurs sous-arbres sont isomorphes.
Notre but est de déterminer si ce graphe biparti a un couplage parfait (et si oui le calculer), en temps
linéaire en la taille de ce graphe (c’est-a-dire, nombre d’enfants de n; fois nombre de sommets de ng).

On vérifie d’abord s’il n’y a aucun sommet isolé dans ce graphe biparti, c’est-a-dire que chaque
sommet a un voisin. Si ce n’est pas le cas, alors il faut clairement répondre FAUX pour n; et no. Sinon,
on procéde de la fagon suivante : pour chaque sommet n de gauche non encore visité, on le marque
comme visité, on compte le nombre ¢ de ses voisins & droite, on prend un voisin quelconque & droite
(qui existe par hypothése), on prend tous ses voisins a gauche (y compris n), on compte leur nombre
p, on les marque tous comme visités, et on renvoie FAUX si p # ¢. L’idée est que tous les sommets
visités au cours de cette phase sont isomorphes & n, grace a la transitivité de la relation d’isomorphisme
(question 1). Ainsi, s’il n’y en a pas le méme nombre a gauche et a droite, il faut échouer ; sinon on
peut définir un isomorphisme quelconque entre les p sommets de gauche et les ¢ sommets de droite (et
le stocker pour la reconstruction ultérieure). Si on peut traiter ainsi tous les sommets de gauche alors
on renvoie VRAI, ce qui est correct.

Question 4. On montre d’abord par induction que si deux arbres 77 et T5 sont isomorphes alors
ils ont le méme code. En effet, si T7 et T sont deux feuilles alors c’est vrai, sinon il s’agit de deux
arbres non-singletons qui ont le méme nombre de sommets (ainsi la premiére composante de leur code
est la méme), et dont les deux sous-arbres descendants sont isomorphes : ils ont donc méme code, et
I’utilisation de min et max assure ainsi que T3 et T ont bien le méme code.

On montre & présent la réciproque, en montrant que, pour toute séquence d’entiers x correspondant a
un code, on peut construire un arbre binaire T tel que pour tout arbre T" avec x(T') = &, les arbres T et
T, soient isomorphes. Ceci implique clairement le résultat demandé, puisque on établira ainsi que si T
et Th ont le méme code « alors ils sont tous deux isomorphes & T}, ce qui conclut d’apres la question 1.
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Pour construire T, a partir de x, on enléve le premier élément de la séquence pour construire la
racine de T, et tant que k n’est pas vide on répéte l'opération suivante : on lit le premier élément i (qui
est le premier élément du code d’un enfant de la racine de T'), puis on lit i entiers (correspondant au
reste du code de cet enfant), on construit inductivement arbre T,/ pour le code " ainsi obtenu, et on
I’ajoute comme enfant de T'. Il est inductivement clair que T est isomorphe & T}, puisque chaque enfant
n de la racine de T est isomorphe par hypothése d’induction a I’enfant de la racine de T}, correspondant
au code de n.

[Le résultat de cette question est démontré dans [Val02], Theorem 4.9.]

Question 5. On calcule récursivement le code de T; et celui de Th, et on vérifie s’ils sont égaux. Cet
algorithme est correct d’apreés la question précédente, il reste a analyser sa complexité et a expliquer
comment reconstruire I'isomorphisme.

Pour la complexité, le calcul dans T est en complexité en temps O(|T 1\2), parce qu’a chaque noeud
interne on doit passer un temps linéaire dans le pire cas pour comparer les codes des deux enfants suivant
Pordre lexicographique. Ainsi la complexité totale en temps est-elle en O(|T1|* 4 |T2]?), c’est-a-dire la
méme que celle de la question 2 puisqu’il est manifeste que 77 et T ne sont pas isomorphes lorsque
Th| # | T3.

Pour retrouver un isomorphisme, il suffit de stocker, a chaque nceud interne, quel enfant réalisait le
max et quel enfant réalisait le min. Ainsi, on peut traiter les deux arbres de haut en bas en appariant
les enfants suivant cette information, ce qui permet de retrouver un isomorphisme lorsqu’il existe avec
la méme complexité.

Question 6. On utilise la définition suivante du code, généralisée & des arbres non nécessairement
binaires :

— Pour une forét F =1T7,...,T,, le code x(F') est la concaténation des x(71),...,x(T}) triés par
ordre lexicographique.

— Pour un arbre T ayant une forét F' d’enfants, le code x(7') est la concaténation de la séquence
singleton (|T']) et de x(F').

La preuve de la question 3 s’adapte sans difficulté. Pour la question 4, lors du calcul du code dans un
arbre T', il faut trier les enfants de chaque nceud interne par code dans l'ordre lexicographique. Il y
a au plus |T| enfants, et chaque comparaison de code prend au pire cas |T'| opérations (la longueur
maximale du code), donc en utilisant un algorithme de tri en temps N log N on obtient une complexité
de |T| x |T|log |T| & chaque niveau, soit |T|*log|T| en tout. Pour retrouver l'isomorphisme, il faut
mémoriser au cours du tri 'inverse de la permutation de tri, c’est-a-dire se souvenir, pour chaque
numéro d’enfant dans le code trié, de ’enfant de I’arbre original auquel il correspondait : on peut utiliser
cela pour retrouver I'isomorphisme en traitant I’arbre de haut en bas comme & la question précédente.

On peut faire mieux et conserver la borne de |T'|* en utilisant un tri radix (cf [AHU74| Section 3.2) :
on prépare une liste, pour chaque longueur, des chaines ayant cette longueur, et des symboles qui
apparaissent a cette position, puis on considére toutes les positions de poids faible par ordre croissant et
on trie les chaines ol cette position est remplie en faisant une liste par valeur possible & cette position et
en concaténant les listes. Ceci permet d’assurer que chaque opération de tri s’effectue en temps linéaire
en la taille totale des listes, soit une borne totale en O(|T|?).

[L’algorithme de cette question est présenté dans [Val02] p160, ou [Bonl0] Algorithm 1.]

Question 7. On suit 'algorithme de 'exemple 3.2 de [AHU74| p84; cf aussi [Bonl0], Algorithm 3.
L’idée est de traiter les deux arbres simultanément, de considérer les sommets par “niveau” (c’est-a-
dire par profondeur), et, une fois que 'on a calculé un code pour les sommets de chaque niveau, de
renuméroter les codes pour ne plus perdre de temps & en parcourir le contenu.

Plus formellement, a un niveau donné, on traite les feuilles en leur donnant le code 0. On traite les
autres sommets en passant en revue la liste triée des codes des sommets du niveau inférieur (qui sont des
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entiers) et on attribue un code temporaire a chaque sommet du niveau courant (une séquence d’entiers)
de la facon suivante : & chaque fois qu’on voit un sommet v du niveau précédent, on ajoute son code
a celui du parent. Ceci garantit que les codes temporaires du niveau courant dans 77 et T sont des
séquences croissantes d’entiers. On trie les sommets du niveau courant par ces séquences comme & la
question 5, on vérifie que ces listes sont les mémes, et puis on attribue aux sommets du niveau courant
leur code en donnant a chaque code temporaire distinct un nouvel entier (a partir de 1). Pour faire cela,
on utilise un dictionnaire avec accés en temps constant (par exemple avec une table de hachage) pour
vérifier, en lisant chaque étiquette, si cette étiquette a déja été rencontrée.

Cet algorithme atteint la complexité désirée car, & chaque niveau, le travail total & accomplir est
proportionnel au nombre de noeuds & ce niveau (donc le calcul intermédiaire est toujours en temps
linéaire mais cette fois ce ne sont que les noeuds du niveau courant qui contribuent).

Pour retrouver 'isomorphisme quand il existe, on peut mémoriser & chaque noeud le code temporaire
qui lui a été attribué, et la séquence des enfants dans 'ordre dans lequel ils ont été considérés lors de la
construction du code temporaire ; ceci permet de conserver la méme complexité en temps.
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A4 — Automates et palindromes

On fixe un alphabet ¥ avec |X| > 1. Un mot w € ¥* est un palindrome §'’il s’écrit w = a; - - - a,, et qu’on
a a; = ap_ijtr1 pour tout 1 < i < n. On note II C ¥* le langage des palindromes. Pour un automate
fini A sur 3, on note L(A) le langage reconnu par A.

Question 0. Soit IL,, := II N X" Montrer que pour tout automate fini déterministe complet A, pour
tout n € N, si L(A) N 2" = Ily,, alors A a au moins |%|" états.

Question 1. En déduire que le langage II n’est pas régulier.

Question 2. Etant donné un automate fini A sur ¥, peut-on calculer un automate Ap qui reconnaisse
L(A)NII?

Question 3. Pour tout mot u = b; - - - b,, de £*, on note  := by, - - - b; son miroir. Etant donné A,
peut-on calculer un automate Aj; qui reconnaisse {u € ¥* | uz € L(A)}?

Question 4. On appelle II,; I'ensemble des palindromes de longueur paire, i.e., Hpair := UneN II,,,.
Proposer un algorithme qui, étant donné un automate fini A sur ¥, détermine si L(A) N Il,a5 est vide,
fini, ou infini. Discuter de sa complexité en temps et en espace.

Question 5. Modifier I'algorithme de la question 4 pour calculer la cardinalité de L(A) NIy quand
cet ensemble est fini, en faisant hypothése que 'automate d’entrée A est déterministe. Comment la
complexité est-elle affectée ?

Question 6. Modifier I'algorithme des questions 4 et 5 pour qu'’il s’applique a L(A) NI



Corrigé

Question 0. Soit A un tel automate fini déterministe d’ensemble d’états @, et fixons n € N. Considérons
la fonction f : X" — @ qui associe & w € X" I'état ¢ (unique) auquel A aboutit en lisant w. Montrons
que f est injective. Procédons par 1’absurde et supposons que f(u) = f(v) pour u # v de ¥". On
sait que uw est un palindrome de longueur 2n donc il y a un chemin étiqueté par u de f(u) a un état
final de A. En combinant ce chemin avec le chemin de I’état initial & ¢ étiqueté par v, on conclut
que 'automate accepte vu. Comme u # v, c’est pourtant un mot de longueur 2n qui n’est pas un
palindrome, contradiction. Ainsi, f est injective, donc |Q| > |X"| > |Z|".

Question 1. Procédons par I'absurde et supposons que II soit régulier. Soit A un automate fini
déterministe complet qui reconnaisse II, et soit 7 son nombre d’états. Comme L(A) = II par hypothése,
on sait que L(A) N X" = Iy, ainsi d’aprés la question précédente A a au moins |B[" > 27 états, mais
il en a n et on a n < 2", donc contradiction. Ainsi Il n’est pas régulier.

Question 2. C(C’est manifestement déraisonnable : pour A un automate reconnaissant le langage
régulier X*, la question nous demanderait de calculer un automate qui reconnaisse 3* NIl =11, et on
sait d’aprés la question précédente qu’il n’en existe pas.

Question 3. De fagon un peu contre-intuitive, c’est possible. Posons A = (Q,I,F,d) ou Q est
I’ensemble d’états de A, ou I est 'ensemble d’états initiaux, ot F' est ’ensemble d’états finaux, et
o d C @ x X X @ est la relation de transition. On construit d’abord en temps linéaire I’automate
A:=(Q,F,1,0) ou 6 :={(¢,a,q9) | (q,a,q") € §}. Il est clair que A reconnait L(A) := {u | u € L(A)},
puisqu’il y a une correspondance bijective entre les chemins acceptants dans A et dans A, et leffet de
cette bijection sur ’étiquette des chemins est ’opération miroir.

On construit ensuite (en temps quadratique en A) 'automate produit A x A défini comme suit :
AxA:=(QxQ,IxF,F' §x0) ot larelation de transition est définie comme 0 := {((¢,¢), a, (¢’,q) |
(g,a,q") € SA(¢,a,q) €5, et ot les états finaux sont {(q,q) | ¢ € Q}. Il est clair que 'automate produit
peut atteindre I’état (¢,q) en lisant un mot w € ¥* si et seulement si 'automate A peut atteindre
I'état ¢ en lisant w (dans la premiére composante) et 'automate A peut atteindre I’état g en lisant w
(dans la seconde composante), ce qui est le cas, par définition de A, si et seulement s’il y a un chemin
dans A étiqueté par w de g & un état final de F'. En particulier, ’automate produit peut atteindre
I’état (q,q) en lisant un mot w € ¥* si et seulement si 'automate A peut atteindre ¢ en lisant w et
lautomate A a un chemin étiqueté par u de ¢ & un état final. Ainsi, la définition de F’ assure que
I’automate produit accepte un mot w € X* si et seulement s’il existe un état ¢ tel que A a un chemin
acceptant pour ww qui passe par un certain état g aprés la lecture de w, c’est-a-dire si et seulement si
A accepte ww. Ceci établit que la construction est correcte.

[Cette construction est donnée dans [ALRT 09/, Lemma 2.]

Question 4. La construction de I'automate produit Af; de la question précédente s’effectue en temps
quadratique en A. Il est clair que L(A) NIl a la méme cardinalité que L(Af;), puisque la fonction
[+ X% — i définie par f(u) := ww pour tout u € ¥* définit une bijection entre L(Af;) et L(A) NIIpai-
Ainsi, il suffit de déterminer si L(Af;) est vide, fini, ou infini.

On détermine d’abord si L(A[;) est non-vide en vérifiant qu’il existe un chemin d’un état initial
de Af; a un état final de Afy, en temps linéaire, par exemple avec un DFS.

On détermine ensuite si Af; contient un cycle d’états accessibles et co-accessibles. Pour ce faire, on
détermine les états accessibles et co-accessibles par un parcours de graphe, et ensuite on utilise un DFS
pour déterminer si on rencontre un cycle dans ces sommets. Ceci est toujours en temps linéaire, et
conclut.
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Question 5. Dans le cas ou 'automate produit est déterministe, on peut compter le nombre de mots
qu’il accepte par de la programmation dynamique. Spécifiquement, le nombre de mots acceptés & partir
d’un état g est 1 ou 0 selon que g est final ou non, plus le nombre de mots acceptés & partir des
états vers lesquels ¢ a des transitions sortantes. Noter que, comme ’automate est déterministe, les
étiquettes de ces transitions sont différentes, ainsi les ensembles de mots concernés sont disjoints, et
c’est effectivement correct de faire la somme comme expliqué.

On n’a en fait pas vraiment besoin que 'automate produit soit déterministe : il suffit qu’il soit
mambigu, c’est-a-dire que tout mot accepté a un unique chemin acceptant. Dans ce cas, la construction
présentée reste correcte, parce que si un état ¢ a des transitions étiquetées par la méme lettre vers deux
états distincts g1 et g9, alors la définition de I'inambiguité impose que ’ensemble des mots acceptés a
partir de ¢; et celui des mots acceptés a partir de g sont disjoints.

Il suffit alors d’observer que, si A est déterministe (ou, en fait, s'il est inambigu), alors A est toujours
inambigu (méme si pas forcément déterministe). Maintenant, le produit A x A avec I’ensemble d’états
finaux indiqué est également inambigu : si un mot u € * avait un chemin vers (g, q) et vers (¢, ¢') dans
l'automate produit avec g # ¢, alors on saurait que uu a deux chemins acceptants distincts dans A (un
ou I'état intermédiaire est ¢, un autre ot c’est ¢’), ce qui contredirait le fait que A soit inambigu. Ainsi,
si A est inambigu on peut construire le produit avec la méme complexité qu’avant, il est inambigu, et
on compte la taille du langage qu’il accepte comme expliqué. Comme cet ensemble est en bijection avec
L(A) Npair (comme prouvé a la question 4), on a établi le résultat.

[L’hypothése que l'automate d’entrée est déterministe ou inambigu est probablement indispensable,
parce que compter le nombre de mots acceptés par un automate quelconque est #P-difficile : voir
[KSM95] Theorem 2.1.]

Question 6. L’automate produit A’ de la question 4 ne gére intuitivement que les u qui se complétent
en un palindrome de longueur paire. Ceci dit, pour chaque a € ¥, on peut adapter I’ensemble
d’états finaux de 'automate produit pour construire un automate A/ qui reconnaisse exactement
{u € ¥* | uaw € L(A)}, c’est-a-dire le langage des mots u qui se complétent en un palindrome de longueur
impaire accepté par A en ajoutant a comme lettre centrale, puis le miroir de u. On définit A/, pour
chaque a € ¥ exactement comme A’ mais avec 'ensemble d’états finaux F,, := {(q¢,¢) | (¢,a,¢") € d},
ce qui est clairement correct : un mot u € ¥* a un chemin acceptant dans A/, finissant en (g, ¢) si et
seulement s’il y a un chemin d’un état initial de A & ¢ étiqueté par u, une transition dans A étiquetée
par a de g a ¢, et un chemin de ¢’ & un état final de A étiqueté par w dans A. Du reste, si A est inambigu
alors tous ces automates produits le sont, par le méme raisonnement qu’a la question précédente. On
peut ainsi appliquer la construction de la question précédente a A’ et & A/, pour chaque a € X, ce
qui ne fait que rajouter un facteur |X| & la complexité : on peut obtenir la cardinalité du nombre
de palindromes reconnus en sommant les quantités pour A’ et pour chaque A}, (en traitant co de la
maniére attendue). Ceci est correct parce que les palindromes de II N L(A) se partitionnent entre ceux
de longueur paire et ceux de longueur impaire dont la lettre centrale est a € ¥ pour chaque a. (En
revanche, noter que le langage de A’ et celui des A/, ne sont pas forcément disjoints, vu qu'il est tout a
fait possible, par exemple, que A accepte uu et uau pour diverses valeurs de a € ¥. Autrement dit, il
faut bien sommer la cardinalité de ces langages méme si leur union n’est pas disjointe, pour la raison
qu’on vient d’expliquer.)
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A5 — Réparation de mots pour un langage
régulier

On fixe un langage régulier L sur un alphabet 3. Etant donné un mot w € ¥*, une réparation par
insertion du mot w pour le langage L est une décomposition w = uv de w en deux mots, et un mot
z € X*, de sorte que le mot uzv appartienne a L.

Question 0. On pose Ly le langage régulier défini par I'expression rationnelle (ab)*. Proposer une
réparation par insertion du mot wyp = aab pour L. Proposer une réparation par insertion du mot wj =
abab pour Ly. Le mot w{ = aa admet-il une réparation par insertion pour Lg ?

Question 1. Une réparation par insertion finale d’'un mot w € ¥* pour un langage régulier L est un
mot z € ¥* tel que wz appartienne a L. Proposer un algorithme qui, étant donné w et L, détermine s’il
existe une réparation par insertion finale de w pour L. Préciser sa complexité en temps et en espace.

Question 2. On souhaite modifier I'algorithme de la question 1 pour que, lorsqu’une réparation par
insertion finale existe, I’algorithme calcule un z correspondant qui soit de longueur minimale. Expliquer
comment procéder, et préciser la complexité en temps et en espace.

Question 3. Proposer un algorithme qui, étant donné un mot w € ¥* et un langage régulier L,
détermine s’il existe une réparation par insertion de w pour L. Préciser sa complexité en temps et en
espace.

Question 4. Modifier 'algorithme de la question 3 pour que, lorsqu’une réparation par insertion existe,
I’algorithme calcule une décomposition w = uv et un z correspondant qui soit de longueur minimale.
Préciser la complexité en temps et en espace.

Question 5.  Une réparation par suppression d’'un mot w € ¥* pour un langage L est une décomposition
w = uzv de w de sorte que uv € ¥*. Proposer un algorithme naif qui, étant donné w et L, détermine
s’il existe une réparation par suppression de w pour L, et si oui, calcule une telle suppression telle que z
soit de longueur minimale. Préciser sa complexité en temps et en espace.

Question 6. Proposer un algorithme plus efficace pour déterminer, étant donné w et L, s'il existe une
réparation par suppression de w pour L. La complexité de l'algorithme doit étre linéaire en w.

Question 7. Modifier 'algorithme de la question 6 pour que, quand une réparation par suppression
existe, l'algorithme calcule une décomposition w = uzv et un z correspondant qui soit de longueur
minimale. On demande toujours une complexité linéaire en w.



Suite des questions

Question 8. Une réparation par insertions d’'un mot w € ¥* pour un langage L est un mot w’ € X*
tel que w’ appartienne a L et w soit un sous-mot de w’, c’est-a-dire qu’il existe une fonction strictement
croissante ¢ de {1,..., |w|} dans {1,...,|w|} telle que w; = w;s(z.) pour tout 1 < i < |w|, ou |w| dénote
la longueur de w et w; dénote la i-éme lettre de w.

Proposer un algorithme qui détermine, étant donné L et w, s’il existe une réparation par insertions
de w pour L, et le cas échéant calcule une telle réparation qui réalise un nombre minimal d’insertions,
c’est-a-dire un w’ de longueur minimale. Préciser la complexité en temps et en espace.

Question 9. On souhaite & présent autoriser des réparations par insertion et par suppression de
caractéres du mot initial : partant de w, on supprime un certain nombre k; de caractéres, puis on insére
un nombre ko de caractéres, de sorte a obtenir un mot de L. Le cotit de cette réparation est ki + ko.
Etant donné L et w, calculer le cotit minimal d’une réparation et un exemple de réparation de cott
minimal.

Corrigé

Question 0. Pour wg = aab, on pose ug := a, vy := ab, zo := b, et on obtient ugzgvy = abab € Ly.
Pour w(, = abab, on a w{, € Ly donc on peut par exemple poser g := wy, v ‘= €, z{, := €, et on
obtient ugz(v(, = abab € Ly.
Pour w(j = aa, la seule décomposition de wj qui évite de terminer par a (ce qui n’est le cas d’aucun
mot de L) est ufy := wy, v := €, mais alors pour tout z{j € £* on a que u(z)v{ commence par aa donc

n’appartient pas & Lg. Ainsi, w( n’admet aucune réparation par insertion pour Ly.

Question 1. Discussion avec le candidat : comment le langage L est-il représenté en entrée ? On
conviendra de le représenter par un automate fini non-déterministe.

On demandera un pseudo-code de l’algorithme.

L’algorithme calcule d’abord I’ensemble des états @QQ,, défini comme suit : un état ¢ est dans Q,, si
et seulement s’il existe une exécution de 'automate qui lise w et aille d’un état initial & g. On peut
le calculer itérativement sur w : ’ensemble Q. est celui des états initiaux, et une fois déterminé @,
pour un préfixe u de w, étant donné la lettre suivante a € ¥ de w, ’ensemble Q,,, est I’ensemble des
états accessibles par une transition étiquetée a a partir d’un état de Q). Ce calcul s’effectue en temps
O(Jw| x |4]) ot |4] est le nombre de transitions de ’automate : & chaque lettre du mot, on considére
I’ensemble des transitions, et le nouvel ensemble des états ot I'on peut se trouver sont les états cibles
des transitions dont la source se trouve dans ’ensemble précédent des états oui I’on peut se trouver.

Ensuite, il suffit de déterminer si @Q,, contient un état co-accessible. Il suffit pour cela de déterminer
les états co-accessibles par un test d’accessibilité a partir des états finaux suivant le renversement des
transitions : ce calcul s’effectue en temps O(|d]). (A noter que, dans le cas idiot oi A a plus d’états
que de transitions, on peut utiliser § pour se restreindre aux états finaux qui apparaissent dans §
pour 'exploration.) On vérifie ensuite si @, contient un tel état. Ainsi, la complexité en temps est de
O(]A| + |w]| x |d]), en prenant en compte la complexité de lire 'automate en entrée. La complexité en
espace est de O(|Q]) puisqu’il suffit au plus de mémoriser un ensemble d’états du calcul initial et une
structure de données (par exemple une file d’états) pendant le test d’accessibilité.

Question 2. On demandera un pseudo-code de l’algorithme obtenu a partir du pseudo-code de la
question précédente.

On modifie 'algorithme précédent : au lieu de simplement calculer les états co-accessibles, on calcule,
pour chaque état co-accessible, la longueur du plus court chemin de cet état & un état final. En effet,
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cette longueur est celle de la plus petite insertion finale permettant d’atteindre un état final & partir de
cet état, et un exemple de mot & insérer est donné par I’étiquette d’'un tel chemin de longueur minimale.

Le calcul mentionné peut se faire avec un BFS, avec les mémes complexités en temps et en espace.
Pour construire un exemple de chemin, il suffit de stocker pour chaque état atteint par le parcours
un état prédécesseur, et on trouve un chemin allant d’un état donné a un état final en suivant les
prédécesseurs.

On obtient ainsi une réparation de longueur minimale en prenant 1’état co-accessible de @, ou la
distance & un état final est minimale. Les complexités sont inchangées.

Question 3. Pas de pseudo-code demandé.

On calcule les ensembles d’états @, itérativement pour tous les préfixes u de w. On calcule itérative-
ment, de la méme maniére, les ensembles d’états @), pour chaque suffixe v de w définis comme suit : un
état ¢ est dans Q) si et seulement s’il existe un chemin de ¢ a un état final étiqueté par v.

On considére ensuite chaque position de w : en notant u, v le préfixe et le suffixe correspondant, on peut
effectuer une réparation par insertion a cet endroit si et seulement s’il existe une paire (qy, ¢y) € Qu X @,
telle qu’il y ait un chemin de ¢, & g, dans 'automate. On peut déterminer cela par un test d’accessibilité
en O(|d]). La complexité en temps est toujours de O(|A| + |w| x |4]). La complexité en espace est a
présent de O(|w| x |@Q]) vu qu'il faut mémoriser tous les ensembles intermédiaires.

Remarque : si le mot d’entrée est trés long, une optimisation judicieuse en pratique serait probablement
de déterminiser 'automate (ceci prend un temps indépendant du mot d’entrée, et assure que les ensembles
Q. seront tous de cardinal au plus 1). Ainsi, les ensembles d’états pour les préfixes sont en fait des
singletons, donc on peut les calculer (ce qui prend un espace O(|w])), puis calculer les ensembles pour
les suffixes et faire le test. Ainsi, la complexité en espace tombe & O(|w| + |Q)|).

Question 4. Pas de pseudo-code demandé.

Il suffit de calculer un plus court chemin comme en question 2. Les complexités sont inchangées.

Autre remarque : On pourrait par ailleurs envisager de pré-calculer, pour chaque paire d’états de
I'automate, la distance d’un plus court chemin de 'un a 'autre, par exemple avec ’algorithme de
Floyd-Warshall (O(|Q|3)) Ainsi, lors de la deuxiéme phase, au lieu de faire un BFS & chaque position
du mot, il suffit de considérer chaque état de @/, et prendre le min de la distance avec les états de @Q,, (ou
I'unique état de @, 8'il existe, dans le cas d’un automate déterministe). On peut ensuite ne faire le calcul
explicite du chemin que pour une décomposition de longueur minimale. Malgré tout, cette optimisation
ne change pas la complexité asymptotique pour le temps d’exécution, qui reste O(|A| + |w| x x |d]), i.e.,
dominée par le calcul des ensembles @, et Q).

Question 5. Pas de pseudo-code demandé.

On teste simplement toutes les décompositions possibles de w = uzv, et on regarde pour chacune
d’entre elles si uv € L. On peut ensuite facilement en renvoyer une de longueur minimale (en testant
les décompositions en prenant des z de longueur croissante). La complexité est en O(|A| + |w]* x |d]),
puisqu’il y a O(|w\2) décompositions a tester, et que chaque test prend O(|w| x [d]).

Question 6. On calcule pour chaque préfixe u de w trois ensembles d’états @y, @, QL :

— L’ensemble @), est I’ensemble des états ol on peut aboutir aprés lecture de u depuis un état initial
(sans suppression), exactement comme a la question 1.

— L’ensemble @), est I'ensemble des états ot on peut aboutir aprés lecture d’un préfixe de u
(correspondant intuitivement & une suppression en cours) : on définit Q. := Q., et pour tout
préfixe u et lettre suivante a € ¥ on définit @/, = Q’, U Quq

— L’ensemble @ est 'ensemble des états on on peut aboutir aprés lecture d’une réparation par
suppression de u. On définit QY := Q., et pour tout préfixe u et lettre suivante a € ¥ on définit
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M =@, Uo(QU, a), ou 6(Ql, a) est Pensemble des états accessibles par un état de Q) par une

transition étiquetée a, comme dans le cas d’induction de la définition de @, a la question 1.

On peut montrer immédiatement la correction par récurrence : le seul point important est la définition
inductive de @, ot on observe que les états accessibles par une suppression sur le préfixe ua sont
exactement les états accessibles par une suppression qui se finit a la fin du préfixe ua, c’est-a-dire @/,
et I'image aprés lecture de a des états accessibles par une suppression qui se finit strictement avant la
fin du préfixe ua, c’est-a-dire 6(Q/, a).

A la fin, pour décider I'existence d'une réparation par suppression, il suffit de vérifier si Q” contient
un état final.

Le calcul des ensembles a la méme complexité qu’en question 1, c’est-a-dire O(Jw| x |d]), et la

complexité en espace est toujours O(|Q)]).

Question 7. On modifie algorithme de la question 6. Au lieu de représenter @/, et Q) comme des
ensembles, on va en faire des tableaux ayant pour valeur des entiers. Plus précisément, pour chaque
état ¢ de Pautomate et préfixe u du mot w, entier @/, [g] sera la longueur minimale du suffixe de u a
supprimer pour aboutir a 'état ¢ (ou une longueur spéciale oo s’il n’est pas possible du tout d’aboutir
A cet état), et Q”[q] sera la longueur minimale d'une suppression dans u pour aboutir a 1’état q. A la
fin, on va renvoyer le minimum de Q! [¢] pour ¢ parcourant ’ensemble des états finaux.

Pour le calcul de @', on initialise Q/,[¢] := 0 pour les états ¢ qui sont initiaux, et @ [¢] := oo sinon;;
et pour un préfixe u et une lettre a, on définit Q!,,[¢] pour chaque ¢ comme 0 si ¢ € @/, (on peut y
aboutir par la suppression vide) et sinon comme 1+ @/, (on peut y aboutir en poursuivant la suppression
précédente).

Pour le calcul de ", on initialise @” de la méme maniére que @', et pour un préfixe u et une lettre a,
pour chaque état ¢, on définit Q' ,[q] comme le min de Q’[¢'] sur les ¢’ tels qu'’il y ait une transition
étiquetée a de q & ¢’ (on peut y aboutir par une suppression qui se finit plus tot) et de Q’,,[g] (on peut
y aboutir par une suppression qui se finit & ce moment).

Il est clair par induction que les quantités des ensembles @ et des tableaux Q' et Q" ont la sémantique
prescrite, et ainsi I’algorithme est correct. La complexité est inchangée.

Si on veut retrouver une suppression témoin, on modifie ’algorithme pour conserver toutes les valeurs
calculées pour @, @', et Q”, de sorte que 'espace mémoire utilisé est a présent en O(|Q| x |w|). Une
fois le calcul terminé, on choisit un état ¢ final quelconque tel que Q! [g] soit minimal parmi les finaux.
Si ¢ := Q! [q] est nul alors la suppression vide est une réparation correcte. Sinon, comme les valeurs
de Q" ont été initialisées soit a 0 soit & oo, par définition, il doit exister un préfixe  de w et un état ¢/
tel que ¢ = Q) [¢'] et il y a un chemin de g & ¢’ étiqueté par le suffixe z de longueur |w| — |z| de w.
On considére un préfixe x de longueur maximale avec cette propriété. Par définition encore, pour y le
préfixe de w de longueur |z| — ¢, on a ¢ € Q. Considérons & présent le mot zz. On sait que 'automate
peut aboutir a 'état ¢ en lisant x puisque ¢ € Q,, et la définition de Q" garantit que ’automate peut
aller de ¢ & ¢/ en lisant z, ainsi on a bien obtenu une réparation.

Question 8. On explique d’abord comment calculer le colit minimal sans calculer un témoin. On va
suivre un algorithme dynamique. On construit un tableau @, [g] ou u parcourt les préfixes de w et ¢ les
états de I'automate, stockant le nombre minimal d’insertions a réaliser dans u pour que 'automate
puisse aboutir a ’état q.

Le cas de base est de définir Q[¢] := 0 pour tous les états initiaux ¢, de définir Q¢[q] := oo pour les
états inaccessibles, et pour les autres états ¢’ on définit Q.[¢'] comme étant égal a la longueur du plus
court chemin d’un état initial & ¢’ dans 'automate. On peut calculer cela efficacement par un BFS.

L’induction est comme suit : pour tout préfixe u de w et lettre suivante a, pour tout état ¢, on assigne
Qualq] '=ming Qu[¢'] + da(q',¢') — 1 ot do(¢', ¢) dénote la longueur minimale d’un chemin de ¢ & ¢’
dans 'automate qui commence par a. Autrement dit, le nombre minimal d’insertions pour atteindre ¢
en lisant le préfixe ua avec des insertions est le min, sur les états ¢’ atteints avant a avec des insertions,
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du nombre d’insertions nécessaires pour atteindre ¢ avant a plus le nombre d’insertions a effectuer,
aprés avoir lu a depuis ¢/, pour atteindre g.

A la fin, on renvoie le min de Q,[q] sur les états finaux ¢. Il est clair que cet algorithme est correct.
La complexité en espace est en O(]Q]) vu qu’'on ne mémorise que la colonne précédente du tableau. La
complexité en temps est O(|A| + |w| x |@Q] x |d]).

Pour calculer également un témoin, on conserve tous les tableaux (donc un espace mémoire en
O(Jw| x |Q])) et on stocke, dans chaque case Q,[q], un choix d’état ¢’ qui réalise le min. On peut alors
calculer un témoin en remontant depuis la fin comme & la question 7, en calculant un plus court chemin
a chaque étape.

Question 9. 1l s’agit d’une variante de la question 8 qui s’inspire de I’algorithme de Levenshtein. On
modifie simplement la définition inductive de Qu4[g] pour prendre le min de la définition précédente
et de 1+ Qu[q] : on peut soit aboutir a I’état ¢ en aboutissant & un état ¢’ avant a puis en lisant a
et en effectuant un certain nombre d’insertions, ou bien en aboutissant & I'état ¢ juste avant a et en
supprimant a (inutile de considérer la possibilité d’effectuer des insertions aprés a dans ce cas vu qu’on
peut tout aussi bien décider de les faire toutes avant de supprimer a).
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A6 — Cl6éture par sur-mots et sous-mots

On fixe un alphabet ¥. Etant donné deux mots w,w’ € ¥*, on dit que w’ est un sur-mot de w,
noté w < w', s’il existe une fonction strictement croissante ¢ de {1,...,|w|} dans {1,...,|w'|} telle
que w; = wfb(i) pour tout 1 < ¢ < |wl|, ou |w| dénote la longueur de w et w; dénote la i-éme lettre

de w. Etant donné un langage L, on note L le langage des sur-mots de mots de L, c’est-a-dire
L:={weX¥|IweLw=uw}

Question 0. On pose Lg le langage défini par ’expression rationnelle ab*a, et L le langage défini par
I'expression rationnelle (ab)*. Donner une expression rationnelle pour Ly et pour Lj.

Question 1. Montrer que, pour tout langage L, on a =1
Question 2. Existe-t-il des langages L’ pour lesquels il n’existe aucun langage L tel que L = L' ?
Question 3. Montrer que, pour tout langage régulier L, le langage L est également régulier.
Question 4. On admettra pour cette question le résultat suivant : pour toute suite (wy),en de mots
de ¥*, il existe i < j tels que w; < wj.

Montrer que, pour tout langage L (non nécessairement régulier), il existe un langage fini F' C L tel

que F = L.

Question 5. Un langage L est clos par sur-mots si, pour tout u € L et v € ¥* tel que u < v, on a
v € L. Déduire de la question précédente que tout langage clos par sur-mots est régulier.



Suite des questions

Question 6. On considére un langage L arbitraire, non nécessairement régulier, et on souhaite
construire effectivement un automate pour reconnaitre L. Comment peut-on procéder, et de quelles
opérations sur L a-t-on besoin ? Discuter de 'efficacité de cette procédure.

Question 7. Un langage L est clos par sous-mots si, pour tout u € L et v € ¥* tel que v < u, on a
v € L. Montrer que tout langage clos par sous-mots est régulier.

Question 8. Démontrer le résultat admis & la question 4.

Corrigé

Question 0. Le langage L est le langage des mots qui contiennent deux a, c’est-a-dire L*aX*aX*.
En effet, tout sur-mot d’'un mot de ab*a doit clairement contenir deux a. Réciproquement, tout mot
contenant deux a est un sur-mot de aa qui appartient & Lg.

Le langage L1 est ¥*, puisque tout mot est un sur-mot de € € L.

Question 1.  On observe d’abord que la relation < est transitive. En effet, pour tous mots w, w’, w” € ¥*

tels que w < w’ et w’ <, en notant ¢ et ¢’ les fonctions strictement croissantes qui en témoignent, leur

composition ¢’ o ¢ est une fonction strictement croissante de {1,...,|w|} dans {1,...,|w"|}, et pour
. " o o

tout 1 <7< wona Wer (o)) = Wiy = Wi-

On montre a présent I'égalité demandée. Il est clair que L C L, donc on montre l'inclusion inverse.
Soit u” € L, il existe un mot u’ € L tel que v’ < u. Par définition de L, il existe un mot u € L tel que
u < o/. Par transitivité, on a u < u”. Ainsi, on a bien u” € L, ce qui conclut.

Question 2. Pour tout langage non-vide L, le langage L est nécessairement infini : en effet, pour u € L
quelconque, on a uX* C L. Par ailleurs, on a clairement () = (). Ainsi, si 'on prend L’ fini non-vide, on
sait qu’il n’existe aucun langage L tel que L = L.

Autre preuve possible : on considére le langage Lg. Supposons par 'absurde qu'’il existe un langage L
tel que L = Lg. Dans ce cas, on a L = Lg, donc d’aprés la question 1, on a L = Ly. C’est absurde car
Lo et Lo sont manifestement différents. Ainsi, L' := Lq convient.

Question 3. Soit A un automate fini non-déterministe qui reconnaisse le langage régulier L. Construi-
sons un automate A’ en ajoutant a chaque état de A une boucle pour toutes les lettres de I’alphabet :
formellement, on initialise A’ := A et pour chaque a € X et chaque état ¢ de A, on ajoute & A’ une
transition de g a g étiquetée par a.

Il est clair que, pour tout mot u accepté par A et pour tout mot u’ tel que u < v/, le mot v’ est
accepté par A’ : pour ¢ une fonction strictement croissante qui témoigne du fait que u < o/, il suffit de
suivre le chemin pour u dans A’ pour les positions de u’ appartenant a 'image de ¢, et de suivre les
nouvelles transitions pour les positions de 4’ qui n’appartiennent pas a I'image de ¢. Réciproquement,
si on considére un mot u’ accepté par A’ et un chemin qui en témoigne, on peut construire un mot u
accepté par A tel que u < v’ en considérant la restriction de ce chemin aux transitions de A.

On peut aussi démontrer cette question par induction structurelle sur les expressions rationnelles &
I’aide des identités suivantes :

=0
—
— a = X%*aX* pour tout a € ¥

|
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— L1Ly=11 Ly
— LWULy =L, ULy
— L* =Y

La derniére égalité est due au fait que L* contient toujours le mot vide; en revanche il n’est pas vrai
que L* = L*, prendre par exemple L = a.

Question 4. Soit L un langage quelconque. Si L est vide, on peut prendre F' = () et conclure. Sinon,
posons (wy,)neN une suite infinie énumérant les mots du langage L (éventuellement avec des doublons).
Une position ¢ € N est dite innovante s’il n’existe aucun j < 7 tel que w; < w;. On choisit pour F' le
sous-ensemble de L formé des mots aux positions innovantes, c’est-a-dire {w; | ¢ est innovante}.

On observe a présent qu’il y a un nombre fini de positions innovantes. En effet, dans le cas contraire,
la suite extraite obtenue a partir de (wy,)nen en conservant les lettres aux positions innovantes serait
un contre-exemple & la question 4. Ainsi, I’ est-il bien fini.

Montrons a présent que F = L. En effet, comme F C L, on a F C L par monotonie de la cloture
par sur-mots. Pour la réciproque, il suffit de montrer que L C F, car cela implique (4 nouveau par
monotonie de la cloture par sur-mots) que L C F, ce qui implique par la question 1 que L C F.
Montrons par induction sur i € N que w; € F pour tout j < i. Le cas de base est tautologique. Pour le
cas de récurrence, choisissons ¢ € N. Soit ¢ est innovante, soit ¢ n’est pas innovante. Dans le premier
cas, on a w; € F donc w; € F. Dans le second cas, il existe j < i tel que w; < w;, et par hypothese
de récurrence on a w; € F, ainsi on a w; € F. Ainsi, dans les deux cas on a w; € F. On a donc établi
notre résultat par récurrence, et on a donc bien 'inclusion réciproque L C F.

Question 5. Soit L un langage clos par sur-mots. On sait par la question 5 qu’il existe un langage
fini F C L tel que F = L. Or on a L = L. En effet, il est clair que L C L, et réciproquement, pour
tout v € L, il existe par définition de L un mot u € L tel que u < v, et ainsi v € L car L est clos par
sur-mots. On sait donc que L = F, et on sait que F est régulier (car fini), donc F est régulier par la
question 3, ainsi L est-il régulier.

Question 6. On a besoin de pouvoir énumérer efficacement des mots de L qui ne sont pas des sur-mots
de mots précédemment énumérés. En d’autres termes, il nous faudrait un oracle qui, étant donné une
liste de mots W = (wy, ..., wy) de L, produit un mot w11 de L tel que w; £ wy41 pour tout 0 < i < n,
ou bien conclut qu’aucun tel mot n’existe, de sorte que L = W. On pourrait aussi se contenter d’un
oracle qui, étant donné un langage régulier L' (ici, L' := W), produit un mot de L\ L, ou conclut que
LCL.

Etant donné un tel oracle, on construirait petit & petit un automate de W jusqu’a avoir couvert
tout L.

On ne peut pas espérer que cette procédure soit efficace, car le nombre d’invocations de l'oracle (et la
taille de 'automate construit) serait trés grande méme pour des langages simples; formellement, méme
quand L est rationnel, elle peut étre exponentielle en la longueur d’une expression rationnelle pour L.
Si 'on prend par exemple L ’ensemble rationnel des mots de longueur & pour un certain k € N, que
I'on peut décrire avec une expression réguliére ou un automate de taille O(k x |X]), les mots de Ly sont
tous incomparables pour la relation < vu qu'’ils sont de méme longueur, et il y a un nombre exponentiel
de tels mots, & savoir |3|".

Question 7. Soit L un langage clos par sous-mots, et soit L' := ¥* \ L son complémentaire. Montrons
que L' est clos par sur-mots. En effet, soit u € L' et v € ¥* tels que u < v. Procédons par 1’absurde et
supposons que v ¢ L'. On a alors v € L. Comme u < v et que L est clos par sous-mots, on sait que
u € L, et ainsi u ¢ L', contredisant notre hypothése. Ainsi, v € L', ce qui établit que L’ est clos par
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sur-mots. On sait donc que L est régulier. Comme les langages réguliers sont clos par complémentation,
le complémentaire L de L’ est lui aussi régulier.

Question 8. /Il s’agit du lemme de Higman dans le cas particulier des alphabets finis [Wik18].]

Procédons par 'absurde et supposons qu'il existe une mauvaise suite, ¢’est-a-dire une suite (wy,)nen
telle qu’il n’existe pas de i < j telle que w; < w;. Construisons une nouvelle suite (w},)pen de la fagon
suivante : le mot wy(, est un mot de longueur minimale telle qu'il existe une mauvaise suite commengant
par w(, (un tel wy, existe par notre hypothése), le mot w} est un mot de longueur minimale telle qu’il
existe une mauvaise suite commengant par w(, w} (un tel w} existe par définition de wy), et ainsi de
suite. La suite (w),)nen ainsi définie est clairement mauvaise : pour tout i < j, la définition de w}
assure qu’on ne peut avoir w; < w;. Par ailleurs, la définition de (wy,)nen assure qu’elle est minimale,
c’est-a-dire que pour toute mauvaise suite (w),en, si on pose i € N le premier indice tel que w) # w/,
on a nécessairement |w;| < |w?!|.

On va aboutir a notre contradiction en construisant a partir de (w/,)nen une nouvelle mauvaise suite
qui contredise sa minimalité. Soit a € ¥ une lettre quelconque telle qu’il existe un nombre infini de
mots de (w%)neN ayant ¢ comme premiére lettre : comme X est fini, un tel a existe nécessairement.
Soit p € N le plus petit entier tel que w;, commence par a. On construit la suite (w!!),en comme la
concaténation de wy, . .. ,w;,_l et de la suite extraite de (w/,),en des mots commengant par a & qui on
a retiré leur premiére lettre.

La suite (wy)nen est une mauvaise suite. En effet, soit p < ¢. Si ¢ < i, alors w;, = wj, et wy = wy,
donc wy, & wy car (wy,)nen est mauvaise. Si i < p, alors aw) = wy, et aw, = wy, donc on conclut encore

q7
car (wy,)nen est mauvaise. Si p < i < g, alors wy = wj, et aw) = wj, et on conclut de méme.

P q q’
Par ailleurs, la suite (w)),en contredit la minimalité de (w],)nen. En effet, le premier indice o ces
deux suites différent est p, et on a }wl’,’ = ‘wl’,‘ — 1, ce qui contredit bien la minimalité. C’est absurde,

et ainsi notre hypothése initiale affirmant ’existence d’une mauvaise suite est-elle fausse.
[Certaines idées de ce sujet sont inspirées de [Mad16].]

Références

[Mad16] David Madore. Le lemme de Higman expliqué aux enfants, 2016. http://www.madore.org/
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A7 — Langages continuables et mots primitifs

On fixe un alphabet fini ¥ et on suppose |X| > 1. Dans ce sujet, on considérera des automates sur
I’alphabet ¥ qui seront toujours supposés déterministes complets.

Un mot non-vide w € ¥* est dit primitif s’il n’existe pas de mot u € ¥* et d’entier p > 1 tel que
w = uP.

Question 0. Le mot abaaabaa est-il primitif? Le mot ababbaabbbababbab (de longueur 17) est-il
primitif 7

Question 1. Proposer un algorithme naif qui, étant donné un mot, détermine s’il est primitif, et
discuter de sa complexité en temps et en espace.

Question 2. Donner un exemple d’un langage régulier infini qui ne contienne aucun mot primitif.
Question 3. Donner un exemple d’un langage régulier infini qui ne contient que des mots primitifs.

Question 4. Un langage régulier L est dit continuable 8’1l a la propriété suivante : pour tout v € ¥*, il
existe v € ¥* tel que uv € L. Donner un exemple de langage régulier infini non continuable. Existe-t-il
des langages réguliers continuables dont le complémentaire soit infini ?

Question 5. Etant donné un automate A, proposer un algorithme pour déterminer si le langage L(A)
qu’il reconnait est continuable. Justifier sa correction et discuter de sa complexité en temps et en espace.

Question 6.
(a) Montrer que tout langage régulier continuable contient une infinité de mots primitifs.

(b) Etant donné un langage régulier continuable L, donner une borne supérieure sur la taille du plus
petit mot primitif de L.

(¢) La réciproque de la question (a) est-elle vraie ?



Corrigé

Question 0. Le mot abaaabaa n’est pas primitif puisqu’on peut I'écrire (abaa)?.

Le second mot proposé est primitif : comme sa longueur est un nombre premier, la seule factorisation
possible serait comme 'exponentiation d’un mot de longueur 1, ce qui n’est pas possible car tous ses
caractéres ne sont pas identiques.

Question 1. On suppose sans perte de généralité que le mot d’entrée est non-vide.

Etant donné un mot w € ¥*, il suffit de tester, pour chaque 1 < p < |w| /2, si p divise |w], et si oui
on fait le test suivant : pour chaque 1 < i < |w| — p, vérifier si w; = w;yp. Il est clair que ces tests
réussissent pour un p si et seulement si on peut écrire w comme la puissance d’un mot de longueur
wl /p.

La complexité en espace est constante (en plus du mot w). La complexité en temps est en O(]w|2) i le
seul point possiblement litigieux serait le test de divisibilité, mais son temps d’exécution est clairement
dominé par O(Jw|).

Question 2.  On peut prendre par exemple (aa)*, ou (aa)(aa)* si on veut éviter de parler du mot vide.

Question 3. On peut prendre par exemple ab™ : il est clair que tout mot w de ce langage est primitif
parce qu’il contient un seul a, et si on avait une écriture w = uP avec p > 1 le mot u devrait contenir
1/p occurrences de a, or ce nombre doit étre entier, contradiction.

Question 4. Le langage régulier ab* est infini mais n’est pas continuable (prendre u := b).
Il existe des langages réguliers continuables dont le complémentaire est infini, par exemple le langage
des mots de longueur paire.

Question 5. 1l suffit d’observer la caractérisation suivante : un automate déterministe complet
représente un langage continuable si et seulement si tous ses états accessibles sont co-accessibles,
c’est-a-dire que tout état accessible par un chemin depuis I’état initial a un chemin vers un état final.
Cette propriété peut étre testée en temps et mémoire linéaire en la taille de 'automate : on effectue
d’abord un parcours en largeur depuis 1’état initial pour identifier les états accessibles, on effectue un
second parcours en largeur depuis les états finaux en suivant I'inverse des transitions pour identifier les
états co-accessibles, et on vérifie que tous les états accessibles sont bien co-accessibles. (En particulier,
si 'automate n’était pas complet initialement, alors il n’est pas continuable, sauf si le puits que 'on
a ajouté n’est pas accessible, i.e., aucun des états auquel il manquait des transitions sortantes était
accessible.)

Démontrons que cette caractérisation est correcte. Supposons d’abord que A ait un état ¢ accessible
mais non-co-accessible. Soit u € ¥* I'étiquette d’un chemin de I’état initial de A & ¢. On sait alors qu’il
n’existe pas de v € X* tel que uv € L, puisqu’'un tel v témoignerait de ’existence d’un chemin de q a
un état final de A. Ainsi, u est un contre-exemple au caractére continuable de L(A).

Réciproquement, supposons que tous les états accessibles de A soient co-accessibles. Soit u € X*
quelconque, et soit g I'état auquel A aboutit aprés lecture de u depuis 1'état final (cet état existe parce
que 'automate est complet) : I'existence de u montre que g est accessible. Ainsi, g est co-accessible. Soit
v Pétiquette d'un chemin de ¢ & un état final de A. On voit alors que uwv est 1'étiquette d’un chemin de
I'état initial de A a un état final de A, c’est-a-dire que uwv € L(A). Ainsi, on a bien montré que L(A)
est continuable.

Question 6.
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(a) Soient a,b deux lettres distinctes de X. Soit L un langage régulier continuable. Posons A un
automate déterministe complet tel que L(A) = L, et supposons quitte a éliminer les états
inaccessibles que tous les états de A sont accessibles. Comme L(A) est un langage continuable,
on sait que A satisfait le critére de la question 5 : plus précisément, comme tous les états de A
sont accessibles, A doit étre complet et tous ses états doivent étre co-accessibles.

Soit n le nombre d’états de A. Pour chaque i > 0, écrivons w! := ba’, écrivons ¢; 1'état auquel
aboutit 'automate en lisant w] depuis son état initial (cet état existe car A est complet), et soit
x; € X* un mot qui étiquette un chemin allant de I’état ¢; & un état final de A : un tel chemin
existe car tous les états de A sont co-accessibles, et on peut clairement toujours assurer que
|zi| < n. Pour tout i > 0 on définit w; := wix;. Par définition, on a w; € L(A) pour tout i > 0.
Montrons & présent que, pour tout i > n — 1, le mot w; est primitif, ce qui suffit & conclure la
premiére partie de I’énoncé. En effet, procédons par I’absurde et supposons qu’on puisse écrire
w; = uP avec p > 1. On sait alors que la premiére lettre de w;, qui est un b, est la méme que la
lettre 1 4 |w;| /p : cette quantité est < 1 + |w;| /2. Or on sait que toutes les lettres de w; aux
positions {2,...,7 4+ 1} sont des lettres de w] qui sont des a, donc il faut que 1 + |w;| /2 soit
> i+2,ie., que |w;| > 2(i+ 1). Mais on sait que |w;| =1+ i+ |x;], donc il faut que |z;| > i+ 1.
Mais on a |z;| <n <i+ 1, donc on a une contradiction. Ainsi, le mot w; est bien primitif.

(b) La construction de (a) montre en particulier que le mot w,_1 est primitif, et sa longueur est
de 14+ (n—1)4 (n—1) au plus, i.e., 2n — 1. Autrement dit, tout langage régulier continuable
L contient un mot primitif de longueur < 2n — 1, ou n est le nombre d’états d’'un automate
déterministe reconnaissant L.

(c) La réciproque est fausse, car le langage ba™ contient une infinité de mots primitifs mais n’est pas
continuable.

[Les questions (a) et (b) sont une adaptation de la prewve de la Proposition 5 de [IKSY88].]

Références
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Forum, volume 37, pages 45-52. Springer, 1988. https://link.springer.com/article/10.
1007/BF02573122.
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A8 — Graphes avec un nombre prescrit de
chemins

Un graphe orienté est une paire G = (V, E) ou E C V x V est 'ensemble des arétes. Un chemin
de u € V av €V est une séquence uy,...,u, avec n > 1 telle que u; = u, u, = v, et pour tout
1 <i < n, le couple (u;, ui+1) est dans E. Un graphe pointé est un triplet (G, s,t) ou s et t sont deux
sommets de GG. On dit qu’un graphe pointé réalise un entier n € N s’il existe exactement n chemins
de s a t dans G.

L’objet de ce sujet est de construire des petits graphes pointés réalisant n’importe quel entier.

Question 0. Construire un graphe pointé qui réalise 3.

Question 1. Pour tout n € N, proposer une construction naive d’un graphe pointé qui réalise n et
expliciter son nombre de sommets.

Question 2. Quelles hypothéses simplificatrices peut-on faire sur un graphe pointé qui réalise un
entier fini et non-nul ?

Question 3. Pour tout k € N, construire un graphe pointé a k + 2 sommets qui réalise 2%,
Question 4. Pour tout n > 0, construire un graphe pointé a [logs n| + 2 sommets qui réalise n.

Question 5. Cette construction est-elle optimale ?



Suite des questions

Question 6. Par automate, on entend un automate déterministe avec un unique état final sur ’alphabet
¥ = {a,b}. On dit qu'un tel automate A réalise un entier n € N si le langage reconnu par A contient
exactement n mots.

Montrer que, dans un automate A réalisant un entier n € N avec un nombre minimal d’états, on peut
toujours supposer que I’état final n’a pas de transitions sortantes, et que tout autre état a exactement 2
transitions sortantes.

Question 7. Montrer que, pour tout n > 0, il existe un automate qui réalise n, dont le nombre d’états
soit |[logy n] plus un état par bit du nombre qui est a 1.

Question 8. On considére un groupe G. Etant donné un élément g € G et un entier n € N, on souhaite
calculer g". Comment faire ceci efficacement en utilisant ce qui précede ?

Question 9. La construction de la question 7 est-elle optimale ?

Corrigé

Question 0. Par exemple :

O @——()—

Question 1. On considére simplement le graphe G = (V,E) ou V = {u,v} U{a; | 1 <i < n} et
E=U<icni(u;ai), (ai,v)}, qui a n + 2 sommets.

Question 2. Si un graphe pointé réalise un entier non nul, alors il existe un chemin de u & v, et on
peut également supprimer tous les sommets du graphe qui ne sont pas a la fois accessibles a partir de u
et co-accessibles a partir de v.

Par ailleurs, si le graphe pointé réalise un entier fini, alors il ne peut pas contenir de cycle : s’il existe
un cycle, alors en prenant un chemin quelconque de u & un sommet z du cycle, un chemin quelconque
de z & v, et 'ensemble infini des chemins de z & z dans le cycle, on obtient un nombre infini de chemins
de u & v. Ainsi, on peut supposer que le graphe est un graphe acyclique orienté (DAG).

Question 3. Considérons d’abord la famille de DAGs (G;) ou Gy est le graphe sur les sommets {u, v}
avec l'aréte (u,v), et Gjt+1 est le graphe avec un sommet u ayant une aréte vers chacun des sommets
de G;. Il est clair que chaque G; a exactement i + 2 sommets. On démontre par récurrence que le nombre
de chemins de u & v dans G; est de 2¢ : c’est vrai pour G et pour G; le nombre de chemins est un plus
la somme du nombre de chemins dans chaque G; pour j < 4, c’est-a-dire 1+ ) j<i 2J par hypothése de
récurrence avec prédécesseurs, soit 2°. Cette famille remplit donc les conditions demandées.

Question 4. Si n est une puissance de 2, on utilise directement la construction de la question 3, et on
a un graphe avec 2 + logy n sommets qui réalise n.

Sinon, si n n’est pas une puissance de 2, on pose k := |logyn|, et on construit Gy, qui a 2 + k
sommets. Comme n n’est pas une puissance de 2, on sait alors que n a exactement k + 1 chiffres en
écriture binaire. On ajoute un sommet u ayant des arétes vers les sommets différents de v pour lesquelles
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il y a un 1 dans 'écriture binaire de n. Le nombre de chemins de u & v est alors la somme des 27
telle que le j-éme bit de n soit a 1, c’est-a-dire n. Le nombre de sommets est 3 + |logy n], c’est-a-dire
2 + [logy n] vu que n n’est pas une puissance de 2.

Question 5. Cette construction est presque optimale, & part pour n = 1 ot on peut construire un
graphe pointé avec un seul sommet (v = v) la ot la borne en prévoit 2.

Pour montrer 'optimalité pour n > 1, montrons d’abord le résultat que, pour tout ¢ € N, un graphe
avec i + 2 sommets a au plus 2° chemins de u & v. En effet, si ’'on considére un graphe arbitraire a
1 + 3 sommets, si I’on considére u et les sommets ug,...,u; qu’il permet d’atteindre en une étape, et
que l'on trie les u; suivant un tri topologique (de sorte qu’il n’y ait jamais de chemin de uq & u, pour
p < q), alors u; permet d’atteindre au plus ¢ sommets (tout sauf u et uy), ug permet d’atteindre au
plus i — 1 sommets (tout sauf u, uj, et uz), etc., et on obtient la borne souhaitée. Une fois ce résultat
montré, on voit que, pour tout n > 0, un graphe qui satisfasse les conditions demandées doit avoir au
moins [log, n] + 2, la borne que nous avons montrée.

Question 6. Comme & la question 2, on peut supposer sans perte de généralité que tous les états sont
accessibles et co-accessibles et que 'automate n’a pas de cycle. Il est alors clair que I’état final n’a pas
de transitions sortantes, car de telles transitions seraient vers un état qui ne pourrait étre co-accessible
a moins d’introduire un cycle. De la méme maniére, ’état initial n’a aucune transition entrante.

Pour montrer que chaque état non-final a deux transitions sortantes, notons d’abord que clairement
un état non-final doit avoir au moins une transition sortante, sinon il n’est pas co-accessible. Ainsi,
procédons par I’absurde et supposons qu’un état ¢ a une unique transition sortante. Si ¢’est 1’état initial,
on le supprime et on prend pour nouvel état initial la cible de la transition. Le résultat est toujours un
automate déterministe avec un unique état final, et le langage reconnu a la méme cardinalité (on a
retiré la lettre étiquetant la transition comme lettre initiale de tous les mots du langage). Ainsi, on a un
automate qui réalise le méme entier avec un état de moins, ce qui contredit la minimalité du nombre
d’états.

Si I’état g n’est pas I’état initial, soit ¢’ la cible de la transition. Considérons toutes les transitions
vers ¢ et remplagons-les par des transitions vers ¢’ (avec la méme étiquette). Il est clair que le résultat
est toujours un automate déterministe avec un seul état final, et les chemins acceptants correspondent :
la seule chose qui pourrait changer la cardinalité du langage accepté est si le méme mot se mettait a
avoir plusieurs chemins acceptants, mais c¢’est impossible parce que 'automate est déterministe.

Question 7. On procéde par induction :
— Sin =1 alors on le réalise comme un automate avec 1 état.

— Si n est pair, alors en considérant 'automate A" pour n/2, on réalise n avec un nouvel état initial
dont les deux transitions pointent vers I’état initial de A’

— Si n est impair, alors en considérant 'automate A’ pour n/2, on réalise n avec un nouvel état
initial avec une transition vers I’état final et une transition vers un nouvel état intermédiaire dont
les deux transitions pointent vers ’état initial de A’.

Il est clair par induction que la construction est correcte. En termes de nombre d’états, pour n =1
on a 1 état, et pour n > 1 le nombre d’états est celui pour [n/2] plus 1 ou 2 selon que le dernier bit
de 1 est 1 ou 0. Ainsi, au total, on utilise [log, n] états plus un état par bit du nombre qui est a 1.

Question 8. (’est exponentiation rapide : on écrit ¢g" pour n > 1 impair comme g x gl"/2! x gln/2],
et ¢" pour n pair comme ¢"/?
un moyen de calculer ¢" en k multiplications. Evidemment la construction de cette question fonctionne
pour n’importe quel semi-groupe (elle ne nécessite pas d’inversibilité ou de neutre).

X g"/ 2. Ainsi, un automate qui réalise I'entier n avec k états nous fournit
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Question 9. La construction de la question 7 n’est pas optimale puisque 'automate pour n = 15 a
7 états alors qu’un automate & 6 états existe :

start

La question générale de trouver un automate réalisant un entier donné avec un nombre minimal
d’états est encore largement ouverte. La formulation sous laquelle ce probléme est habituellement
étudiée est celle des chaines d’addition |[Wik18|, voir notamment [Knu98| Section 4.6.3.

Références
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Addison Wesley, 1998.

[Wik18] Wikipedia. Addition chain, 2018. https://en.wikipedia.org/wiki/Addition_chain.
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A9 — Notions d’'acyclicité pour les hypergraphes

Dans ce sujet, on représentera des graphes non-orientés comme un ensemble G d’éléments appelés
arétes qui sont soit des paires, soit des singletons, et on impose que si {x,y} est une paire de G alors G
contient aussi les singletons {x} et {y}. Intuitivement, une paire {z, y} représente une aréte non-orientée
entre x et y au sens usuel, et chaque singleton représente un sommet.

Un hypergraphe H est un ensemble d’ensembles non-vides appelés hyperarétes. L’ensemble de sommets
de H est V(H) := gy E- Etant donné un hypergraphe H et un sous-ensemble X C V(H) de ses
sommets, le sous-hypergraphe induit par X est I'hypergraphe H[X|:={ENX | E € H}.

Question 0. On considére le graphe Gy (avec 11 arétes dont 6 singletons) et '’hypergraphe Hy (avec 3
hyperarétes dont 1 singleton) suivants. Décrire Go[{2,3,4,5}] et Ho[{1,5}].

Go Hy
@ @ ® 1 2
@ ()] ® 3 4

Question 1. Pour tout hypergraphe H, on note M(H) le sous-ensemble de H obtenu en retirant les
arétes qui ne sont pas maximales au sens de 'inclusion ; par exemple, M(Hj) est identique & Hy sauf
que l'on retire 'hyperaréte {5}.

Un cycle induit dans un hypergraphe H est un n-uplet (x1,...,z,) d’éléments distincts de V(H)
avec n > 3 tel que, pour X := {x1,...,z,}, I'hypergraphe M(H[X]) est exactement {{z;, zjt+1} |1 <
i <n}tU{{xn, z1}}.

Gy contient-il un cycle induit ? Hy contient-il un cycle induit ?

Question 2. Montrer qu’un graphe a un cycle induit si et seulement s’il a un cycle au sens usuel,
c’est-a-dire une séquence de sommets (vy,...,v,) pour n > 3 tels que {{v;,viy1} | 1 < i < n} et
{vn,v1} sont des arétes du graphe qui ne sont pas des singletons.

Question 3. Donner un exemple d’un hypergraphe H avec une hyperaréte £ € H tels que H ne
contienne pas de cycle induit mais H \ {E} en contienne un. Commenter.

Question 4. Le graphe d’incidence I(H) d’un hypergraphe H est le graphe qui a comme sommets
les sommets de V(H) et les arétes de H, et qui a comme arétes non-singletons ’ensemble suivant :
Ugerg{{z, E} | € E}. On dit que H est Berge-cyclique si le graphe I(H) est cyclique (au sens usuel).
Montrer qu’un graphe est Berge-cyclique si et seulement s’il est cyclique au sens usuel.
Est-il possible qu'un hypergraphe ait un cycle induit mais ne soit pas Berge-cyclique 7 Est-il possible
qu’un hypergraphe soit Berge-cyclique mais n’ait pas de cycle induit ?

Question 5. Etant donné un hypergraphe H, on dit que 2 € V(H) est une feuille si, en notant H,
I'hypergraphe {E' € H | x € E}, on a |M(H;)| = 1. On note H[—z| :== H[V(H) \ {z}].

Montrer que, pour tout hypergraphe H et feuille x de H, I’hypergraphe H a un cycle induit si et
seulement si H[—x] en a un.

Question 6. Montrer qu’il existe un hypergraphe H et une feuille x de H de sorte que H soit
Berge-cyclique mais H[—x] ne le soit pas. Commenter.



Suite des questions

Question 7. Montrer qu’'un hypergraphe qui n’est pas Berge-cyclique et qui n’est pas vide contient
toujours une feuille. Que dire de I’énoncé analogue pour un hypergraphe sans cycle induit ?

Corrigé

Question 0. On a Go[{2,3,4,5}] = {{2}, {3}, {4}, {5},{2,5},{4,5}}.
On a Ho[{1,5}] = {{1},{5}}.

Question 1. L’hypergraphe G contient un cycle induit, par exemple (1,2,5,4).

L’hypergraphe Hy ne contient pas de cycle induit : si on suppose par ’absurde qu’il en contienne un,
et qu'on pose le X correspondant, alors Hy[X] a au plus 2 hyperarétes non-singleton, mais la définition
d’un cycle induit exigerait qu’il en contienne 3.

Question 2. Une implication est claire, car un cycle induit est un cycle au sens usuel. Montrons la
réciproque. Soit G un graphe et (v1,...,v,) un cycle de ce graphe au sens usuel. On prend un cycle
de longueur minimale, et on va démontrer qu’il s’agit d’un cycle induit. Procédons par ’absurde et
supposons que (v1,...,v,) n’est pas un cycle induit. Si les v; ne sont pas deux a deux distincts, alors
on peut directement construire un cycle plus court a partir de vy, ..., v,, ce qui contredit la minimalité ;
donc il suffit de considérer le cas ot les v; sont deux a deux distincts. Si le cycle n’est pas induit, cela
signifie alors qu’il existe une autre aréte entre les v; que celles du cycle, c’est-a-dire une aréte de la
forme {v,, vy} ot [p —q| > 1, et ou {p,q} # {1,n} : on suppose sans perte de généralité que p < gq.
Dans ce cas, il est clair que v1,...,vp, v, ..., v, est toujours un cycle : les sommets consécutifs sont
bien adjacents, et la longueur est d’au moins 3 car on n > 3 et on ne peut avoir a la fois p =1 et ¢ = n.
Or, ce cycle est plus court que le cycle initial, ce qui contredit 'hypothése de minimalité. On conclut
donc bien que tout cycle de longueur minimale est induit, ce qui démontre I'autre implication et conclut
la preuve.

Question 3. L’observation clé est qu'un hypergraphe H contenant V(H ) comme hyperaréte ne contient
jamais de cycle induit, puisque pour tout n-uplet (x1,...,z,) avec n > 3, pour X := {z1,...,2,},
I'hypergraphe H[X] contient X comme hyperaréte, or |X| > 2.

Ainsi, on peut prendre n’importe quel hypergraphe avec un cycle induit, par exemple G, et poser

0 = GoU{V(Gy)} : c’est un hypergraphe sans cycle induit mais Gj, \ {V(Go)} contient un cycle
induit.

C’est un résultat contre-intuitif parce que ce phénomeéne ne peut pas se produire avec des graphes :
ajouter une aréte ne peut jamais faire disparaitre un cycle.

Question 4. Pour tout graphe G, on sait que deux sommets z,y € V(G) sont adjacents dans G si et
seulement sl existe un chemin de longueur 2 entre z et y dans I(G) (qui passe par le sommet de I(G)
décrivant l'aréte {x,y} qui les relie). Ainsi, tout chemin dans G correspond & un chemin dans I(G),
donc si G contient un cycle alors I(G) aussi. La réciproque est claire vu que tout cycle dans I(G) alterne
nécessairement entre des sommets et des arétes, et qu’il décrit donc un cycle dans G.

La réponse & la premiére question est non : si H a un cycle induit alors il est Berge-cyclique. En
effet, soit (z1,...,zy,) un cycle induit de H, et posons X := {z1,...,z,}. Il existe donc des hyperarétes
Ep,...,E, de H, nécessairement deux a deux distinctes, telles que {z;, x;4+1} C F; pour tout 1 <1i < n,
et {xn, 1} C E,. Ainsi, I[H] contient le cycle x1, E, xo, Ea, ..., Ty, Ey.

La réponse a la seconde question est oui : Hy est Berge-cyclique, puisque I(Hy) contient le cycle
2,{2,4,5},4,{1,2,3,4}, pourtant on a vu a la question 1 qu’il ne contient pas de cycle induit.
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Question 5. Une implication est triviale : si H[—x] contient un cycle induit alors il s’agit aussi d'un
cycle induit de H. Montrons donc I'autre implication. Observons d’abord que, si H contient un cycle
induit (z1,...,z,) dans lequel la feuille x n’apparait pas, alors il s’agit toujours d’un cycle induit
de H[—z]. En effet, en notant X = {z1,...,z,}, il est clair que H[—z][X] = H[X]. Ainsi, procédons
par ’absurde et supposons que x; = z pour un certain 1 < ¢ < n. Mais 'existence du cycle induit
témoigne alors de I'existence de deux hyperarétes contenant  (une contenant x et x;_1, ou &, sii = 1;
et une contenant x et z;41, ou 1 si i = n); ces deux hyperarétes sont nécessairement incomparables
pour l'inclusion puisque, si 'une contenait ’autre, alors ce serait une hyperaréte de H contenant trois
sommets de X, ce qui est interdit par la définition d’un cycle induit. Ainsi, x apparait dans deux
hyperarétes incomparables, ce qui contredit la définition d’une feuille. On a donc établi le résultat.

Question 6. Prenons H = {{1,2},{1,2,3}}. Cet hypergraphe est Berge-cyclique, comme en atteste
le cycle (1,{1,2},2,{1,2,3}). A présent, considérons H[—3] = {{1,2}} : cet hypergraphe contient une
seule aréte donc ne peut pas contenir de Berge-cycle.

C’est un résultat contre-intuitif parce qu’on a montré a la question 5 que ce résultat ne peut pas se
produire avec des graphes (ou la notion de cycle induit coincide avec la notion usuelle de cycle d’aprés
la question 2) : retirer une feuille ne peut pas rendre un graphe acyclique.

Question 7. Indication : Commencer & montrer le résultat sur les graphes.

Soit H un hypergraphe non-vide sans feuille. On sait ainsi que, pour chaque sommet x € V(H), il
existe deux arétes différentes qui contiennent z et sont incomparables pour 'inclusion. Soit H' C H
I’hypergraphe obtenu en ne conservant que ces arétes. On a clairement V(H') = V(H), et H' ne contient
pas d’arétes singleton. Montrons que H’ a un Berge-cycle : ce sera alors aussi un Berge-cycle de H,
ce qui conclut (car la notion d’hypergraphe Berge-cyclique est clairement stable par ajout d’aréte,
contrairement a la notion de cycle induit comme on I’a vu en question 3).

On sait que I(H') est un graphe ou chaque sommet a degré au moins 2, puisque chaque sommet
appartient & deux arétes distinctes et chaque aréte contient au moins deux sommets. Ainsi, il suffit
de montrer I'affirmation pour les graphes : un graphe sans feuille (au sens classique de sommet de
degré 1) et non-vide contient nécessairement un cycle (au sens classique, qui coincide avec la notion de
Berge-cycle).

On peut donc montrer le résultat sur les graphes, comme proposé dans I'indication. Construisons un
chemin dans le graphe en partant d'un sommet quelconque 1, un voisin x2 de x1, et & chaque étape
on prend un voisin x;41 du précédent sommet x; qui est différent du voisin antérieur ;1. Dés qu’on
arrive a un sommet ;41 visité auparavant, c’est-a-dire x;11 = z; pour j < i — 1, on arréte le processus,
car il est clair qu’on a trouvé un cycle z;, ..., z;. Il faut simplement justifier qu’on parvient toujours
a trouver un voisin x;41 de z; différent du sommet antérieur x;_1. Mais si tel n’est pas le cas, cela
voudrait dire que x; est un sommet qui a un unique voisin, et donc qu’il apparait dans une unique aréte
(non-singleton) : ce serait donc une feuille, ce qui contredit I'hypothese.

L’énoncé analogue pour un hypergraphe sans cycle induit est faux : si on prend par exemple
I'hypergraphe “tétracdre” Hy = {{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}}, il est non-vide et n’a clairement
pas de feuille (vu que chaque élément apparait dans 3 arétes incomparables pour 'inclusion) mais il
n’a pas non plus de cycle induit car pour tout sous-ensemble X d’au moins trois sommets on sait que
H[X] contient une hyperaréte de cardinalité 3.

[Pour davantage de détails sur les notions d’acyclicité pour les hypergraphes, on pourra par exemple
consulter [BB14].]
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A10 — Calcul de triangles

On considére un graphe non-orienté G = (V, E) o V = {1,...,n} est 'ensemble des sommets et F
est un ensemble d’arétes qui sont des paires de sommets de V. Un triangle dans G est un sous-ensemble
{z,y,2} € V tel que {x,y}, {y, 2}, et {x, 2z} appartiennent & E. Dans ce probléme, on veut concevoir
des algorithmes qui prennent en entrée un graphe et calculent (sans doublons) I'ensemble des triangles
du graphe.

Question 0. Déterminer les triangles du graphe suivant :

™

3

/

4 —5
Question 1. Etant donné un graphe G représenté comme une matrice d’adjacence, proposer un
algorithme naif en O(|V[*) pour déterminer ensemble des triangles de G.

l——2

Dans la suite du sujet, on supposera toujours que le graphe d’entrée est fourni sous forme de listes
d’adjacence, et on supposera toujours que chacune de ces listes est triée.

Question 2. Etant donné un graphe G, proposer un algorithme en O(|E| x |V|) pour déterminer
I’ensemble des triangles de G.

Question 3. Si I'on compare 'algorithme de la question 1 et celui de la question 2, lequel parmi
ces algorithmes a la meilleure complexité ? Le choix de la représentation du graphe d’entrée était-il
important 7

Question 4. Etant donné un graphe G, si I'on note A le degré maximal d’un sommet de G, proposer
un algorithme en temps O(|E| x A) pour déterminer ’ensemble des triangles de G. Commenter la
performance de cet algorithme.

Question 5. Etant donné un graphe G, proposer un algorithme astucieux en O( ]E\3/2 + V| ) pour
déterminer ’ensemble des triangles de G.



Suite des questions

Question 6. On reprend 'algorithme de la question 2 et on s’intéresse a la phase ol 'on considére
toutes les arétes incidentes & un sommet i. Ecrire précisément la complexité de cette phase en fonction
du degré d(i) de i et du degré de ses voisins. Proposer une amélioration pour énumérer la liste de tous

les triangles contenant un sommet i en temps O (Z{i,j}eE d(j)).

Corrigé

Question 0. Les triangles sont :
— {1,2,4}
— {1,2,5}
— {1,4,5}
— {2,3,5}
— {2,4,5}

Question 1. Demander un pseudo-code. Soit G = (V, E) le graphe d’entrée et V' = {1,...,n} son
ensemble de sommets. On énumére les triplets 1 <1 < j < k < n avec trois boucles for imbriquées, et
pour chaque triplet on teste en temps constant si {7, j}, {j, k}, et {i,k} sont des arétes, par trois acces
a la matrice d’adjacence.

(Le seul piége est qu’il ne faut pas calculer de doublons, donc imposer i < j < k.)

En pseudo-code :

Pour i de 1 & n:
Pour j de i+l & n:
Pour k de j+1 a n:
Si M[il[j]1 et M[jl1[k] et M[il[k]:
Produire {i, j, k}
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour
Fin Pour

Question 2. Demander un pseudo-code.

Indication : Montrer comment, étant donné deux listes triées L1 et Lo, on peut calculer leur
intersection en temps linéaire.

On passe en revue toutes les arétes {i,j} du graphe une unique fois : pour chaque sommet i, pour
chaque sommet adjacent j, si i < j alors on considére l’aréte. Lorsque I'on considére une aréte {i,j},
on détermine les k tels que i < j < k et tels que (i, j, k) soit un triangle (on prend garde a éviter les
doublons en prenant j < k) : ce sont les éléments plus grands que j qui sont dans l'intersection de la
liste d’adjacence de i et de celle de j. La taille totale de ces listes est de 2|V| au plus, et on peut la
déterminer en temps |V| par parcours simultané des deux listes car elles sont triées par notre hypothése
initiale. Ainsi la complexité globale de 'algorithme est en O(|E| x |V]).

En code :

Pour u de 1 a n:
Pour j dans L[i]:
Si i< j:
// Intersecter L[i] et L[j]
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pi =0
pj =0
Tant que pi < taille(L[i]) et pj < taille(L[jl):
Si L[illpil < L[j1lpjl:
pi++
Sinon Si L[il[pil > L[j1[pjl:
pj++
Sinon Si // L[i][pil == L[jl[pjl:
k = L[i] [pi]
Si j < k:
Produire {i, j, k}
Fin Si
pi++
pj++
Fin Si
Fin Tant que
Fin Si

Fin Pour

-

Fin Pour

Question 3. La borne de O(|V| x |E|) est toujours plus favorable que celle de O(|V|*), puisque
B = O(VP).

La représentation du graphe d’entrée importe peu, vu que 'on peut passer de listes d’adjacence
a une matrice d’adjacence, ou vice-versa, en temps O(|V|2), ce qui est moins que la complexité des
algorithmes que 'on a présenté. (Pour cela, noter qu’on peut supposer sans perte de généralité que
|E| > |V| quitte & supprimer les sommets qui n’apparaissent dans aucune aréte, vu qu’ils ne peuvent
pas faire partie d'un triangle.)

Question 4. L’algorithme de la question 2 fonctionne en temps O(A x |E|) : pour chaque aréte, on
considére deux listes de taille A et on les fusionne.

Autre fagon de le voir, qui revient essentiellement au méme : on énumére les sommets de G :
pour chaque sommet ¢ on considére chaque paire ¢ < j < k de voisins de 7 en itérant sur les paires
d’éléments de la liste d’adjacence, et on teste en temps constant si j et k sont voisins. Il est clair que
cet algorithme est correct. Son temps d’exécution est borné par Y, d(i)?, ce qui est < A", d(i), ce qui
est <2 x A x |E| (la somme des degrés est deux fois le nombre d’arétes, par double comptage). On a
donc bien la complexité attendue.

En général la complexité O(A x |E|) se raméne a celle de la question 2, puisque A peut étre égal a V.
Cependant, si le degré maximal A est petit, par exemple s’il est constant, on obtient un algorithme
linéaire en G.

Question 5. Indication : Traiter différemment les sommets de fort degré et les sommets de faible
degré en utilisant les questions 2 et 4.

Posons H C V le sous-ensemble des sommets de V' de degré > \/@ , appelés sommets lourds, et
L :=V \ H l'ensemble des sommets légers. On peut calculer ces ensembles (représentés comme un
vecteur de booléens) en temps linéaire en G. Noter que, si I'on considére juste les arétes incidentes

‘lﬂ > ”ﬂX;HE|

a H (chaque aréte étant comptée au plus pour deux sommets de H), on a
[H| < 2V/|E].

On passe en revue les listes d’adjacence en temps linéaire en |E|, pour produire une nouvelle version
des listes d’adjacence pour chaque sommet qui ne contient que ses voisins lourds : ces nouvelles listes
sont toujours triées.

, et ainsi
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On énumere d’abord les triangles contenant au moins un sommet lourd. Pour ce faire, on considére
chaque aréte {i,j} du graphe avec ¢ < j, et ensuite on passe en revue la liste des sommets lourds
adjacents & i et & j et on les intersecte comme en question 2. Pour éviter les doublons, on ne produit
un triangle {7, j, k} que pour un sommet lourd k de l'intersection o k est le sommet lourd de plus fort
indice parmi {1, j, k}, c’est-a~dire sii < ksii € Het j<ksije H.

En pseudo-code, en notant LH][i| la liste triée des sommets lourds adjacents a i :

Pour u de 1 a n:
Pour j dans L[i]:
Si i< j:
Pour k dans LH[i] inter LH[j]: // intersection comme en question 2
// on sait que k est lourd
Si ((i est léger ou i < k) ET (j est léger ou j < k)):
Produire {i, j, k}
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour

Il est clair que tout triangle énuméré ici est bien un triangle et contient un sommet lourd ; & I'inverse
pour tout triangle contenant un sommet lourd, en prenant le sommet lourd d’indice maximal du triangle,
il va étre produit quand on considére 'aréte qui ne le contient pas. Par ailleurs, il est clair qu’on ne
produit pas deux fois le méme triangle : chaque triangle avec un unique sommet lourd est produit une
seule fois, et pour les autres il n’est produit que quand on choisit pour k le sommet lourd de plus fort
indice. La complexité de cette étape est en O(|E |3/ 2) il y a |E| arétes considérées, et pour chaque
aréte il y a < 2\/@ sommets lourds considérés.

On énumeére a présent les triangles ne contenant que des sommets légers. Pour ce faire, on calcule
les listes d’adjacence pour les sommets légers en O(|E|), et on utilise directement la question 2 sur
le sous-graphe formé des sommets légers (c’est-a-dire qu’on utilise seulement la liste d’adjacence des
sommets légers : on ne fait pas d’intersections du tout pour des arétes qui contiennent un sommet
lourd). On obtient pour cette étape une complexité de O(y/|E| x |E|), soit O(|E|3/2), d’aprés l'analyse
de la question 4, puisque A < \/@ sur le sous-graphe des sommets légers. Ainsi la complexité globale
est O(]E\?’/Q).

[C’est Ualgorithme heavy-light, cf [IR78] et [AYZ97].]

Question 6. Quand on traite le sommet 7 et qu’on cherche les triangles contenant i, on considére
chaque aréte {7, 7} incidente a ¢ (o0 ¢ < j), et ensuite on intersecte les listes d’adjacence de i et de j.
La complexité est donc en O (Z{i,j}eE d(i) + d(j)), soit en O (d(i)2 +Xigren d(j)).

Pour obtenir la complexité demandée, on va changer 1’algorithme de la question 2 comme suit : quand
on traite ¢ on marque tous les voisins j de i (en temps d(7)), puis pour chaque voisin marqué j on
passe en revue sa liste d’adjacence (en temps d(j)) et si on y trouve un sommet marqué k on produit le
triangle {1, j, k}, puis finalement on retire la marque de j. Autrement dit, au lieu d’intersecter les listes
de chaque j avec celle de i, on passe en revue la liste de j et on teste ’appartenance & la liste de 7 en
I’ayant représentée comme un vecteur de booléens. Noter qu’on n’a méme plus besoin que les listes
d’adjacence soient triées quand on procéde comme cela.

Il est clair que les triplets produits par cet algorithme sont effectivement des triangles contenant i, et
inversement, pour tout triangle i, j, k, quand on considére le premier sommet parmi j, k & étre traité,
I’autre est encore marqué donc le triangle est produit : ainsi I'algorithme produit-il bien la liste des
triangles contenant i. Il est clair que chaque triangle contenant ¢ est produit une unique fois : quand
on produit un triangle {7, j, k}, les deux sommets j, k étaient marqués, et d’ici & ce qu’on considére le
deuxiéme, le premier aura perdu sa marque.
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On produit ainsi les triangles contenant i en complexité O(d(2) +3_y; e p d(5)), s0it O y; iyep di))
parce que d(j) > 1 pour tout voisin j de i.

(Noter qu’on produit tous les triangles contenant i, la o en question 2 on imposait i < j pour
éviter les doublons. Ceci est délibéré, parce qu’en question 7 on voudra effectivement produire tous les
triangles contenant ¢ sans imposer i < j.)
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All — Dégénérescence de graphes

On considére un graphe non-orienté G = (V, E') ou V est 'ensemble des sommets et E est un ensemble
d’arétes qui sont des paires de sommets de V.

Un sous-graphe H de G est un graphe (V/,E') ou V' C V et E' C E. Pour k € N, on dit qu'un
graphe non-vide G est k-dégénéré si tout sous-graphe non-vide de GG contient un sommet de degré au
plus k dans H. La dégénérescence de G est le plus petit k € N tel que G est k-dégénéré.

Question 0. Montrer que le graphe G suivant est 2-dégénéré. Quelle est sa dégénérescence 7

Question 1. Pour tout graphe G, on note Ag le degré maximal de GG. Montrer que tout graphe G est
Ag-dégénéré. Est il vrai que tout graphe G est de dégénérescence Ag ?

Question 2. Un sous-graphe H = (V' E’) de G est appelé sous-graphe induit si E' est la restriction
de EaV' ie., E' ={{u,v} € E | u,v € V'}. Montrer que, dans la définition d’un graphe k-dégénéré

et de la dégénérescence, il suffit de considérer les sous-graphes induits.

Question 3. Donner le pseudo-code d’un algorithme naif pour calculer la dégénérescence d’un graphe,
et en préciser la complexité en temps.

Question 4. Caractériser les graphes de dégénérescence 1.

Question 5. Un graphe G est dit régulier si tous ses sommets ont le méme degré. Montrer que tout
graphe régulier G est de dégénérescence Ag. La réciproque est-elle vraie ?

Question 6. Pour k£ € N, un k-arrangement d’'un graphe G est un ordre total sur ses sommets
v < -+ < vy tel que, pour tout 1 < i <n,onait [{v; € V|j <iA{v;v;} € E}| <k. Montrer qu'un

graphe a un k-arrangement si et seulement s’il est k-dégénéré.

Question 7. Proposer un algorithme en temps linéaire pour calculer la dégénérescence.



Corrigé

Question 0. Les sous-graphes qui contiennent le sommet 1 contiennent un sommet de degré 1 donc ne
posent pas probléme. Pour les sous-graphes qui ne contiennent pas 1, le degré maximal est forcément 2
car 2 a perdu son aréte incidente avec 1, ainsi ils contiennent toujours un sommet de degré au plus 2.

La dégénérescence du graphe est donc 2 ou moins, mais ce n’est clairement pas 1 ou moins parce que
le sous-graphe {2, 3,4} ne contient aucun sommet de degré 1. Ainsi, la dégénérescence de Gy est 2.

Question 1. Pour tout sous-graphe H = (V' E’) de G, il est clair que le degré de n’importe quel
sommet de V'’ dans H n’est pas plus grand que son degré dans GG, donc n’importe quel sommet de H a
degré < Ag. On conclut car H est non-vide.

La réciproque est fausse et G est un contre-exemple puisqu’il est de dégénérescence 2 alors que son
degré maximal est 3.

Question 2. Il est clair que si un graphe est k-dégénéré pour la définition originale alors il I’est toujours
pour la définition modifiée. Pour la réciproque, il suffit de montrer que pour tout graphe G et tout
k € N, si tout sous-graphe induit non-vide H' = (V', E’) de G contient un sommet de degré < k, alors
c’est le cas de tout un sous-graphe non-vide H” de G. Prenons H” = (V’, E”) un tel sous-graphe, et
prenons H' = (V' E’) le sous-graphe induit de G pour ’ensemble V' de sommets de H”. On sait par
hypothése que H' contient un sommet de degré < k. Ainsi, c’est également le cas de H”, parce que le
degré de tout sommet de V'’ dans H” est toujours inférieur ou égal a son degré dans H'.

Comme la notion de graphe k-dégénéré ne change pas quand on ne considére que les sous-graphes
induits, il en va de méme pour la dégénérescence.

Question 3. 1l est clair que la dégénérescence de k est le maximum, sur tous les sous-graphes non-vides
de G, du degré minimal du sous-graphe. L’algorithme naif est d’appliquer bétement cette définition,
en considérant chaque sous-graphe non-vide en force brute. Voici un pseudo-code avec des listes
d’adjacence :

Fonction degeneracy():
Conserve := tableau de n booléens

Fonction degre_min_sousgraphe():
// Calcule le degré minimal du sous-graphe Conserve
// S8’il est vide, on renvoie n
degre_min :=n
Pour i de 1 & n:
Si Conservel[il:
degre = 0
Pour j adjacent a i:
Si Conservel[j]:
degre++
Fin Si
Fin Pour
degre_min := min(degre, degre_min)
Fin Si
Fin Pour
Renvoie degre_min
Fin Fonction
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Fonction explore(i):
Si i > n:
// On a fini de choisir le sous-graphe dans Conserve
Renvoie degeneracy()

Fin Si

degeneracy_max = -1

// J’essaie en jetant 1i...

Conserve[i] := 0

degeneracy_max = max(degeneracy_max, explore(i+1l))
// ... et en gardant 1i...

Conservel[i] := 1

degeneracy_max = max(degeneracy_max, explore(i+1))
Renvoie degeneracy_max
Fin Fonction

Renvoie explore(1)

La complexité en temps est en O (2IVI(|E| 4 |[V])). Clest trés mauvais évidemment, et on va voir en
question 7 qu’on peut faire bien mieux.

Question 4. Montrons qu’un graphe est de dégénérescence 1 si et seulement s’il a des arétes et n’a
pas de cycle, c’est-a-dire si c¢’est une forét. Pour prouver la premiére direction, un graphe sans arétes
est manifestement de dégénérescence 0 ; et si un graphe a un cycle, alors en se restreignant au cycle,
on a un sous-graphe ol chaque sommet a degré au moins 2, comme en témoignent les arétes du cycle,
donc la dégénérescence est > 2.

Pour prouver I'autre implication, considérons un graphe de dégénérescence # 1. Si la dégénérescence
est 0, alors le graphe ne peut pas avoir d’aréte (sinon on prend un sous-graphe formé de deux sommets
adjacents, o le degré minimal est 1). Si la dégénérescence est > 2, alors comme elle n’est pas 1, il
doit y avoir un sous-graphe G’ de G qui n’a aucun sommet de degré < 1. Il suffit de montrer qu'un tel
graphe a nécessairement un cycle. Pour ce faire, on part d'un sommet quelconque, et a chaque étape on
se déplace vers un voisin différent du sommet par lequel on est arrivé. On n’est jamais coincé, parce que
chaque sommet a degré > 2 donc a au moins deux voisins. Par le principe des tiroirs, on finit forcément
par repasser par un sommet qu’on a déja vu, et ainsi on obtient un cycle.

Question 5. Si G est régulier, alors tous les sommets ont le degré maximal Ag, donc en prenant G
comme sous-graphe on a un sous-graphe ot le degré minimal est de Ag, ainsi la dégénérescence est-elle
> Ag. Comme G est Ag-dégénéré d’aprés la question 1, on sait donc que la dégénérescence est égale
a Ag. En fait, il suffit que G ait une composante connexe qui soit Ag-réguliére : en prenant cette
composante comme sous-graphe, on peut conclure de la méme maniére.

La réciproque du résultat énoncé en question 5 est donc fausse : si 'on considére par exemple un
graphe Ag-régulier auquel on ajoute un sommet isolé, la dégénérescence sera de Ag comme on vient
de l'expliquer, alors que le graphe tout entier n’est pas Ag-régulier.

On peut en revanche montrer que, si la dégénérescence est de A, alors il y a une composante connexe
du graphe qui est Ag-réguliére. Prenons un sous-graphe induit G’ ou le degré minimal est de Ag, qui
soit minimal au sens de l'inclusion. Tous les sommets de ce graphe G’ sont de degré Ag (puisque c’est
également le degré maximal possible dans GG, donc dans un sous-graphe de G), ainsi G’ est Ag-régulier :
et ce graphe est connexe sinon on pourrait prendre une de ses composantes connexes comme choix de
sous-graphe pour G’, ce qui contredirait la minimalité de G’. Ainsi, vu que Ag est le degré maximal,
on sait que G’ est une composante connexe de G : il n'y a aucune aréte dans G qui puisse contenir un
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sommet de G’ a part les arétes de G’ (qui réalisent déja le degré maximal), et G’ est connexe comme
on vient de le dire. Ainsi, G contient une composante connexe qui est Ag-réguliére.

Question 6. Etant donné un k-arrangement vy < --- < v, de G, montrons que G est k-dégénéré. Soit
G’ un sous-graphe non-vide de G, et considérons le dernier sommet de G’ dans 'ordre <. On sait que
tous ses voisins dans G’ sont plus petits que lui dans <, donc il y en a au plus k, et ainsi G’ contient
un sommet de degré < k. Ceci est vrai pour tout G, donc G est bien k-dégénéré.

Pour la réciproque, montrons par induction sur le nombre de sommets de G que si G est k-dégénéré
alors il a un k-arrangement. Pour un graphe a 1 sommet, le résultat est trivial : G est k-dégénéré et a
un k-arrangement pour tout £ € N. Pour la récurrence, soit G un graphe & n + 1 sommets et supposons
qu’il soit k-dégénéré. On sait donc, en prenant G comme sous-graphe, que G contient un sommet vy 1
de degré < k. Considérons le graphe G’ obtenu en retirant v, 11 de G et toutes ses arétes incidentes. Ce
graphe G’ est toujours k-dégénéré, car tout sous-graphe non-vide de G’ est un sous-graphe non-vide
de G; et G’ a n sommets. Par hypothése de récurrence, il existe un k-arrangement vy < --- < v,
des sommets de G’. Considérons 'ordre total v < -+ < v, < vp41 sur les sommets de G. C'est un
k-arrangement : la propriété est préservée pour les sommets de 1 & n, et pour v,41 elle est vraie car
son degré dans G est < k par définition. On a donc démontré le sens réciproque par récurrence, ce qui
conclut la preuve de I’équivalence.

Question 7. En utilisant la question 5, on va calculer un ordre total sur les sommets de G qui est un
k-arrangement pour la plus grande valeur possible de k, avec l'algorithme suivant :

D = tableau d’entiers da n cases initialisé a O
P = tableau de booléens a n cases initialisé a faux
L = liste vide

// Initialiser les degrés
Pour chaque aréte u - v:
D[u]++
D[v]++
Fin Pour

k=20

Pour tour de 1 a n:
// Trouver le sommet de plus faible degre
degre_min = n
sommet_degre_min = -1
Pour i de 1 a n:
Si P[i] = faux:

Si D[i] < degre_min:
degre_min = D[i]
sommet_degre_min = i

Fin Si

Fin Si

Fin Pour

// Ajouter sommet_degre_min en téte de liste

// (donc on la construit en partant de la fin comme & la question 6)
L := sommet_degre_min::L

P[i] := true
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// Mettre & jour k
k = max(k, degre_min)

// Mettre & jour les degrés
Pour chaque voisin v de sommet_degre_min:
Si P[v] = faux:
D[v]--
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour

Il est clair que cet algorithme calcule une liste L qui réalise un ordre total des sommets du graphe, et
que c’est effectivement un k-arrangement, vu que k est le max, sur chaque position ¢, du nombre de
voisins de v; qui n’ont pas encore été pris (donc qui vont apparaitre avant lui dans la liste).

Il faut justifier que cet algorithme est optimal, c’est-a-dire que la valeur de k qu’il réalise est bien la
plus petite possible. Pour justifier de cela, prenons un ordre total quelconque v; < - -+ < v, qui réalise
la meilleure valeur de k possible, et justifions qu’on peut le modifier pour étre de la forme trouvée par
I’algorithme. Noter qu’on peut éliminer le suffixe ou cette solution coincide avec la liste que renvoie
I'algorithme, donc considérons le plus grand préfixe v; < --- < v, tel que v, n’est pas le sommet que
I’algorithme a retenu. Soit v, < v, le sommet que I'algorithme a retenu a la place. Si I’on modifie
v1 < --- < vp pour prendre le sommet v, et le placer & la fin, on sait que la valeur de k réalisée a la fin
n’est pas pire, puisque v, a un degré dans {vy,...,v,} qui n’est pas plus grand que v,, par minimalité.
Pour ce qui est des autres positions, pour chaque sommet de la nouvelle liste, il y a moins de voisins
avant lui dans la nouvelle liste que dans la liste originale (vu qu’on a juste retiré v,). Ainsi, la valeur de
k réalisée par la nouvelle liste n’est pas pire qu’avant. En itérant cet argument, on justifie que la liste
optimale peut étre récrite en la liste choisie par ’algorithme sans que la valeur de k& n’augmente, donc
I’algorithme calcule bien la valeur optimale de k.

Il reste a analyser la complexité. L’algorithme tel qu’écrit a complexité O(|V[?) : on fait |V| tours de
la boucle Pour extérieure, et pour chacun on fait |V| tours de la premiére boucle Pour; la boucle Pour
de mise & jour des degrés a comme complexité globale O(|E|) sur la totalité des tours de la boucle Pour
extérieure, donc elle n’intervient pas dans l’analyse.

Pour que l'algorithme s’exécute en temps linéaire, il faut 'optimiser avec une bucket queue : on
a un tableau ) contenant |V| listes doublement chainées, de sorte que Q[i] est la liste des sommets
restants de degré 7. Une fois les degrés initialisés, on remplit ces queues en temps O(|V]). On conserve
aussi, pour chaque sommet v, un pointeur O[v] vers l'unique occurrence de v dans une liste chainée du
tableau (), pour pouvoir la supprimer efficacement.

On n’utilise plus le tableau P, et on remplace la premiére boucle Pour intérieure dans la boucle Pour
extérieure par le code qui suit :

degre_min = n
sommet_degre_min = -1
Pour d de 1 a n:
Si Q[d] est non vide:
degre_min = d
h = Téte de la liste Q[d]
Retirer le premier élément de Q[d]
sommet_degre_min = h
Sortir de la boucle Pour
Fin Si
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Fin Pour

On remplace laffectation & P par :
6té] := nil

Pour la mise & jour des degrés, on fait :

Pour chaque voisin v de sommet_degre_min:
Si 0[v] != nil:
D[v]--
Ajouter v en téte de Q[v-1]
Supprimer 1’élément 0[v] de Q[v]
Fin Si

Fin Pour

La complexité de cette derniére boucle est toujours O(]E|) au total sur toutes les itérations de la
boucle Pour extérieure. En ce qui concerne la nouvelle version de la boucle Pour interne ci-dessus, la
complexité totale est également en O(|E|) : & chaque fois qu’on va trouver un sommet v, on paie le
degré actuel de v & cette étape, et donc le coiit total payé est de I'ordre de la somme des degrés dans le
graphe original, soit O(|E|). Ainsi, le cott total de cet algorithme est a présent en O(|E|), soit linéaire
en le graphe.

Si on ne veut pas utiliser de listes doublement chainées et le pointeur O, on peut alternativement
utiliser des listes simplement chainées, choisir de laisser les vieilles occurrences de sommets dans @, et
continuer & utiliser le tableau P pour les marquer ces sommets comme visités (et ne pas utiliser O).
Ainsi, quand on sort une téte d’une liste de ) dans la premiére boucle Pour interne, si le sommet a en
fait déja été pris d’aprés P, on le jette et on continue a itérer sur la liste de @ (puis sur d’autres listes
de @ si nécessaire). Ces occurrences parasites n’ont pas d’impact sur la complexité, parce que le nombre
total d’occurrences de sommets qu’on va considérer et puis jeter est encore de I'ordre de la somme des
degrés (chaque sommet v apparait autant de fois au plus que son degré), donc leur contribution totale
au temps d’exécution est bornée aussi par 2 |E|.

[Pour plus d’information sur la dégénérescence, on peut consulter Wikipedia [Wik18] et les références
qui y sont citées.|

Références

[Wik18] Wikipedia. Degeneracy (graph theory), 2018. https://en.wikipedia.org/wiki/Degeneracy_
(graph_theory).
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A12 — Plus grands facteurs

On fixe l'alphabet ¥ := {a, b}. Pour un langage L sur ¥, étant donné un mot w € ¥*, on veut calculer
la longueur du plus grand facteur de w dans le langage L, notée lpgf(L,w); on convient que cette
longueur est de —1 si aucun facteur de w n’est dans L. On a donc —1 < Ipgf(L,w) < |w| ot |w| dénote
la longueur du mot w.

Question 0. On considére le langage Ly défini par I’expression rationnelle (ab)*, et le mot wq :=
baabababa. Calculer Ipgf(Lg, wo).

Question 1. Etant donné un langage L, représenté comme un automate fini déterministe complet, et
un mot w € X*, proposer un algorithme naif pour calculer Ipgf(L, w). Donner un pseudo-code pour cet
algorithme, et déterminer sa complexité en temps et en espace.

Question 2. Proposer un algorithme plus efficace pour ce probléme qui s’exécute en temps et en
espace O(|Q| x |w]|). Est-il important que 'automate soit déterministe ?

Question 3. On dit que w’ € X* est un sous-mot de w s’il existe une fonction strictement croissante ¢
de {1,...,[w'[} dans {1,...,|w|} telle que w; = wy(;) pour tout 1 < i < |w'[, ot w; dénote la i-éme
lettre de w’ et de méme pour w.

Etant donné un langage L représenté comme un automate et un mot w, comment calculer la longueur
du plus grand sous-mot de w dans le langage L7

Question 4. On pose le langage Ly := {a"b™ | n € N}. Proposer un algorithme efficace qui calcule
Ipgf (L4, w) pour un mot d’entrée w.

Question 5. On pose le langage Ls := {uu | u € £*}. Proposer un algorithme qui calcule lpgf(Ls, w)
pour un mot d’entrée w en temps O(|w|?).

Question 6. On pose le langage Lg des mots bien parenthésés sur 3 défini inductivement comme suit :
le mot vide € est bien parenthésé, la concaténation de deux mots bien parenthésés est bien parenthésée,
et si w € ¥* est bien parenthésé alors awb 'est aussi. Proposer un algorithme efficace qui calcule
Ipgf(Lg, w) pour un mot d’entrée w.



Corrigé

Question 0. 1l est clair que (ab)? est un facteur de wg mais que (ab)* ne I'est pas, donc Ipgf(Lo, wp)
est 6.

Question 1. On a d’abord lalgorithme naif de complexité en temps cubique (et de complexité en
espace constante) :

T := tableau de taille n contenant les lettres du mot (de O & n-1)
lpgf := -1

// i inclus, j exclu, pour également tester le mot vide
Pour i de 0 & n-1:
Pour j de i a n:
q := q_0 // état initial de 1’automate
Pour k de i a j-1:
q := delta(T[k], q) // fonction de transition de 1’automate
Fin Pour
Si F[ql: // états finaux de 1’automate
lpgf := max(lpgf, j-i)
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour

Renvoie 1lpgf

On peut rendre ’algorithme quadratique (et conserver la complexité constante en espace) en changeant
la boucle comme suit :

Pour i de O

a n-1:
q := q_0 // état initial de 1’automate
Si Flql:
lpgf := max(lpgf, 0)
Fin Si

Pour j de i & n-1:
q =: delta(T[k], q) // fonction de transition de 1l’automate
Si Flql: // états finaux de 1’automate
lpgf := max(lpgf, j-i+1)
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour

Question 2. On considére un automate non-déterministe A = (Q, I, F, §), et on construit son graphe
produit avec le mot w, c’est-a-dire le graphe ayant pour sommets {(q,7) | ¢ € Q,7 € {0,...,|w|}} et
ayant, pour chaque 0 < i < |w| et chaque transition (¢, a,q’) ou a est la lettre a la position 7 + 1 de w,
une aréte de (4,¢) & (i +1,¢"). Un sommet est dit initial si sa seconde composante est dans I, et final si
sa seconde composante est dans F. Il est clair que, pour tous ¢,¢' € Q et 0 < i < j < |w|, il existe un
chemin de (g,7) a (¢/,j) dans le graphe si et seulement s’il existe un chemin dans A de g a ¢’ étiqueté
par w[i + 1---j]. Ainsi, il y a un facteur de longueur k accepté par 'automate ss’il y a un chemin de
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longueur k& d’un sommet initial & un sommet final. Il suffit donc de calculer le plus long chemin dans ce
graphe acyclique, ce que l'on peut faire facilement par programmation dynamique, et on en déduit la
longueur du plus long facteur accepté par I’automate.

T := tableau de taille n contenant les lettres du mot
D := tableau d’entiers de taille (n+1) fois |Q]
lpgf := -1

Pour i de 0 & n:
Pour q de 0 & |Q|-1:
Si Flql:
D[i] [q]
Sinon:
D[i] [q]
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour

I
o

I
|
[y

Pour i de (n-1) & 0:
Pour q de 0 & [Ql-1:
Pour chaque tramsition (q, T[il, q’) partant de q:
Si D[i+1][q’] >= 0:
D[i][q] := max(D[il([ql, 1+D[i+1][q’]1)
Fin Si
Fin Pour
Si I[ql: // q est initial
lpgf := max(lpgf, D[i][ql)
Fin Pour
Fin Pour

Renvoie lpgf

Pour un automate déterministe, la complexité en temps et en mémoire est de O(|Q| X |w|) comme
annoncé. Pour un automate non-déterministe, la complexité en temps passe a O(|d| X |w]|) (en supposant
que chaque état de () apparait dans d, puisque si tel n’est pas le cas on peut supprimer les autres états
sans perte de généralité). On peut aboutir & une meilleure complexité en espace, i.e., O(|Q]), en ne
conservant le tableau DJ[i] que pour la valeur courante et la valeur précédente de i.

Question 3. On procéde comme en question 2 mais on s’autorise & sauter des lettres. Concrétement,
quand on calcule L[i] [q], on ajoute 'instruction :

L[i]l[q] := max(L[i]([ql, L[i+1][ql)

Question 4. On peut écrire w en regroupant les a contigus et les b contigus, i.e., w = aP1b%* - - - aPkblk
ol py et gy sont éventuellement nuls. Il est clair qu’un facteur de w de la forme a™b™ pour un certain
n € N doit étre formé d’un suffixe (non nécessairement strict) d’un groupe de a dans cette décomposition,
et d'un préfixe (non nécessairement strict) du groupe suivant de b dans cette décomposition : et ainsi
Ipgf(L4,w) = maxj<i< min(p;, ¢;).

En pseudo-code :
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T := tableau de taille n contenant les lettres du mot
p:=0
lpgf := -1

Tant que p < n:
n_a :=0
nb :=0
Tant que p < n et T[p] == ’a’:
n_a++
p++
Fin Tant que
Tant que p < n et T[p] == ’b’:
n_b++
p++
Fin Tant que
lpgf := max(lpgf, min(n_a, n_b))
Fin Tant que

Renvoie lpgf

Question 5. L’algorithme naif en temps cubique est de tester chaque facteur (de taille paire), et vérifier
si c’est un carré : on vérifie si le facteur entre 4 inclus et j exclu est un carré en lisant simultanément les
Tli+k|etlesTi+ (j—1i)/2+ k] pour k de 0 inclus a (j —4)/2 exclu et en vérifiant que c’est le méme
mot.

Pour le faire en temps quadratique, on peut plus astucieusement tester chaque décalage possible
(la moitié de la longueur du facteur), et lire avec ce décalage pour voir si un facteur convient. En
pseudo-code :

T := tableau de taille n contenant les lettres du mot
lpgf := 0 // le mot vide est toujours un facteur

Pour d de 1 & \1floor n/2 \rfloor:
n_ok :=0
Pour i de 0 & n-d-1:
Si T[i] == T[i+d]:
n_ok++
Sinon:
n_ok :
Fin Si
Si n_ok == d:
// T[i-d+1..i] == T[i+1..i+d] (bornes incluses)
// donc on a trouvé un facteur carré de longueur 2d

]
(@)

lpgf := 2d
Sortir de la boucle Pour interne // optimisation
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour

Renvoie 1lpgf

[Il eziste un algorithme plus sophistiqué pour résoudre ce probléme en temps linéaire [GS04].]
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Question 6. On remarque d’abord qu’on peut tester en temps linéaire si un mot est bien parenthésé
en vérifiant que chaque préfixe contient au moins autant de a que de b, et que le mot au total contient
autant de a que de b. En pseudo-code :

T := tableau de taille n contenant les lettres du mot
d :=0

Pour i de 0 & n-1:

Si T[i] == ’a’:
d++

Sinon // T[i] == ’b’
d--

Fin Si

Sid<O0:
Renvoie faux

Fin Si

Fin Pour
Renvoie (d == 0)

L’algorithme trés naif en O(n?) est donc de tester tous les facteurs, et de tester en temps linéaire
pour chaque facteur s’il est bien parenthésé.

L’algorithme un peu moins naif en temps O(n?), comme en question 1, est de tester toutes les
positions de départ :

T := tableau de taille n contenant les lettres du mot
lpgf := 0 // le mot vide est toujours un facteur

Pour i de 0 a n-1:

d :=0
Pour j de i a n-1:
Si T[j] == ’a’:
d++
Sinon: // T[j] == b’
d--
Fin Si
Sid==0:
lpgf := max(lpgf, j-i+1)
Fin Si
Sid < O0:
Sortir de la boucle Pour interne
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour

Renvoie 1lpgf

Pour un algorithme en temps linéaire, I'idée générale est de parcourir le mot une seule fois avec une
pile ot on conserve les parenthéses ouvrantes (a) et leur position : ainsi, quand on lit une parentheése
fermante (b), on peut mettre a jour lpgf en considérant le plus long facteur bien parenthésé qui se finit
a cet endroit. Le piége est que, sur un mot comme abab, a la lecture du dernier b, le plus long facteur
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n’est pas celui qui commence & la parenthése ouvrante correspondante (i.e., ab), mais c’est abab. Ainsi,
plutét que de mettre les parenthéses fermantes en correspondante avec leur parenthése ouvrante, on va
les mettre en correspondance avec la position de la parenthése ouvrante du niveau précédent (si elle
existe, auquel cas le facteur le plus long commence une position aprés), ou, s’il n y en a pas, avec une
parenthése fermante qui n’a pas de correspondance dans ce qui précéde.

Formellement, on va dire qu’une parenthése fermante dans le mot w est abyssale si elle n’est pas en
correspondance avec une parenthése ouvrante dans les positions précédentes. On va considérer qu’a la
position -1 il y a une parenthése fermante abyssale qui va servir de sentinelle; ceci ne change clairement
pas la valeur du lpgf. Maintenant, ’observation clé est que, pour toute parenthése fermante qui n’est pas
abyssale, le facteur bien parenthésé le plus long qui lui correspond commence juste aprés la parenthése
ouvrante du niveau inférieur qui est dans la pile & ce moment-1a, ou (s’il n’y en a pas) commence juste
apreés la derniére parenthése fermante abyssale que 'on a vu. La raison pour cela est que, si on revient
en arriére a partir de cette parenthése fermante, on va trouver sa parenthése ouvrante correspondante,
et puis il y a trois cas : (i) la position d’avant est une parenthése ouvrante auquel cas le plus long
facteur commence juste aprés; (ii) la position d’avant est une parenthése fermante abyssale (y compris
la parenthése fermante abyssale sentinelle a la position -1) auquel cas le plus long facteur commence
aussi juste aprés; (iii) la position d’avant est une parenthése fermante non-abyssale, auquel cas elle a
une parenthése ouvrante correspondante jusqu’a laquelle on peut remonter pour répéter 'argument.

On en déduit donc l'invariant & garantir : & tout moment de la lecture de w, quand on a fini de lire
un préfixe, la pile doit contenir les parenthéses ouvrantes actuellement ouvertes et leur position (dans
l'ordre), et au fond de la pile doit se trouver la derniére parenthése fermante abyssale que I'on a vue et
sa position (initialement il s’agit de la sentinelle & la position -1). Quand on lit une parenthése ouvrante,
on I'empile simplement et I'invariant est préservé. Quand on lit une parenthése fermante, soit la pile
ne contient que le fond, et auquel cas on le remplace par la parenthése fermante courante (car elle est
abyssale) ; soit elle contient autre chose, auquel cas il suffit de pop la parenthése ouvrante au sommet
car elle vient de se finir. La valeur du lpgf est mise & jour quand on lit une parenthése fermante non
abyssale, et elle vaut la distance entre la position courante et la position du sommet de pile (c’est soit la
derniére parenthése abyssale vue, soit la position de la derniére parenthése ouvrante qui n’a pas encore
été fermée, et on a expliqué au paragraphe précédent pourquoi le facteur bien parenthésé maximal qui
se termine a la parenthése fermante courante doit commencer juste aprés cette position).

On parvient donc au code suivant :

T := tableau de taille n contenant les lettres du mot
P := pile vide
lpgf := 0 // le mot vide est toujours un facteur

P.push(-1) // sentinelle

Pour i de 1 a n:
Si T[i] == ’a’:
P.push(i)
Sinon: // T[i] == ’b’
P.pop()
Si P n’est pas vide:
lpgf := max(lpgf, i - P.top())
Sinon:
P.push(i)
Fin Si
Fin Si

Fin Pour

Renvoie lpgf
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[Cet algorithme est adapté de [Geel.|
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A13 — Entrelacements et langages réguliers

On fixe un alphabet . Pour tout mot z € ¥*, on note |z| la longueur de z, et on note z; la i-éme
lettre de z pour 1 < i < |z|. Un entrelacement de deux mots u,v € ¥* est un mot w € ¥* tel qu'il
existe deux fonctions fy, : {1,...,|u|} = {1,...,|w|} et f, : {1,...,|v|} = {1,...,|w|} satisfaisant les
propriétés suivantes :

— fu et f, sont strictement croissantes;

— L’image de f,, et I'image de f, sont des ensembles disjoints et leur union vaut {1,...,|w|};

— Pour tout 1 <i < wu, onau; = W (i)

— Pour tout 1 < j <wv, on avj =wy, ).

Pour deux mots u,v € ¥*, on note u LU v le langage des mots qui sont un entrelacement de u et de v.

Question 0. Le mot abacab est-il un entrelacement de baa et acb? Le mot bach est-il un entrelacement
de ab et de ¢b?

Question 1. Donner le pseudo-code d’un algorithme qui, étant donné u,v,w € ¥*, détermine si
w € u W w. Analyser sa complexité en temps et en espace.

Question 2. Proposer un algorithme qui, étant donné u, v € ¥* et un automate fini A qui reconnait un
langage L, détermine si (u LW v) N L est non-vide. En donner un pseudo-code, et analyser sa complexité
en temps et en espace.

Question 3. Pour deux langages L, L' C ¥*, on note LU L' := U(u,v)eLxL/ w L v.
Montrer que si L et Lo sont deux langages réguliers alors L 'est aussi.

Question 4. On pose (£*)3 := [J;cn X x X¢, ot £ dénote les mots de longueur i sur I'alphabet X.
Etant donné un langage L, on définit ¢(L) := {(u,v) € (X*)2 | (u W v) N L # @}. Décrire ¥(a*b*) en
francais et le caractériser.

Question 5. On considére 'alphabet Yo := ¥ x . On définit une fonction ¢ : (%) — (32)*
inductivement par (((e,€)) := (e, €) et, pour tout (z,y) € 39 et (u,v) € ¥*, on a (((zxu,yv)) :
(z,y)((u,v). Décrire le langage ((1(a*b*)).

Question 6. Dans cette question, on fixe Y9 := {a, b}, et on considére le langage Lg := {a"b" | n € N}.
Soit A un automate fini déterministe complet sur X, soit ) son ensemble d’états, et soit 0* : X5 — Q)
la fonction telle que, pour tout w € 33, I'état §*(w) soit I’état auquel on aboutit dans A aprés avoir
lu w. Montrer que, s'il existe i # j tels que d*(a’) = §*(a), alors le langage reconnu par A est différent
de Lg. Conclure que Lg n’est pas régulier.

Question 7. Montrer qu’il existe un langage régulier L7 tel que ((¢(L7)) ne soit pas régulier.



Corrigé

Question 0. Le mot abacab est un entrelacement de baa et ach : on peut 'écrire AbaCaB. Le mot
bacb n’est pas un entrelacement de ab et de cb, bien que ab et ¢b en soient tous deux un sous-mot ; en
effet le premier b ne peut pas avoir de préimage.

Question 1. On fait un algorithme dynamique, qui utilise un tableau de taille (Ju| 4+ 1) x (Jv| +1) :
pour 0 < i < |ul et 0 < j < |v|, la case (i,7) stocke sl existe un entrelacement du préfixe de u de
longueur i et du préfixe de v de longueur j qui réalise le préfixe de longueur i+ j de w. En pseudo-code :

Entrée: tableaux u, v, w
T := tableau de (|ul+1) par (|v|+1) cases initialisé & FAUX

Si lul + |v] '= |wl:
Renvoie FAUX
Fin Si

T[0][0] := VRAI

Pour i de 0 & |ul:
Pour j de 0 & |vl:

Si i > 0 et uli-1] == w[i+j-1] et T[i-1]1[j] == VRAIL:
T[i][j] := VRAI

Fin Si

Si j > 0 et v[j-1] == w[i+j-1] et T[i][j-1] == VRAI:

T[il[j] := VRAI
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour

Renvoie T[lull[lvl]

La complexité en espace est clairement de O(|u| x |v|) : on peut la ramener & O(min(|ul, |v])) en
échangeant u et v si nécessaire pour que |[v| < |u|, et en ne conservant que la derniére ligne du tableau
dans chaque tour de la boucle Pour extérieure. La complexité en temps est clairement en O(|u| x |v]).

Question 2. On modifie I'algorithme dynamique précédent : dans chaque case du tableau, on stocke
pour chaque état de 'automate s’il peut étre atteint par un entrelacement des préfixes. On obtient :

Entrée: tableaux u, v, w, automate A d’ensemble d’états Q
T := tableau de (|ul+1) par (|v|+1) cases par |Q| cases initialisé & FAUX

Pour chaque état initial q:
T[0] [0] [gq] := VRAI
Fin Pour

Pour i de 0 & |ul:
Pour j de 0 & |v]:
Pour chaque transition (q, a, q’) de A:
Si i > 0 et uli-1] == a et T[i-1]1[j]l[q] == VRAI:
T[il[j1[q’] := VRAI
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Fin Si
Si j > 0 et v[j-1] == a et T[i][j-1][q] == VRAIL:
T[i][j1[g’] := VRAI
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour
Fin Pour

Pour chaque état final q:
Si T[lull[lvl][q] == VRAI:
Renvoie VRAI
Fin Si

Fin Pour

Renvoie FAUX

La complexité en temps est clairement de O(|u| x |v| x [d]|) : on suppose, quitte & retirer les états
inutiles, que tous les états sauf éventuellement un nombre constant apparaissent dans J. La complexité
en espace est de O(Ju| x |v| x |Q]) : on peut la ramener & O(min(|u|,|v|) X |Q|) comme précédemment.

Question 3. Soient A1 = (Q1, [1, F1,01) et Ay = (Q2, Iz, F», J2) deux automates non-déterministes qui
acceptent L1 et Lo respectivement, ot la relation de transition d; est un sous-ensemble de Q1 x 3 X @1,
et 09 est défini de facon analogue.

On construit une variante de 'automate produit, a savoir lautomate A’ = (Q1 X Q2, I1 X Iz, Fy X F3,§')
ou ¢’ C (Q1XQ2)xEx(Q1xQ2) est définie comme 'union de {((g1, ¢2), a, (q1,d5)) | @1 € @1, (g2, a,d}) €
d2} et de {((q1,92),a, (q1,4)) | @2 € Q2. (q1,a,47) € 1}

Il est clair que, si A" accepte un mot w € ¥*, alors on peut partitionner les positions de w entre
celles ol on a suivi une transition de la premiére forme et celles oll on a suivi une transition de la
seconde forme, et si on note wy et wsy les sous-mots correspondants, on extrait du run acceptant un
run acceptant de A; sur w; et un run acceptant de Ay sur wy. A I'inverse, pour tous mots wy et wsy
respectivement acceptés par Ay et Ay, pour tout mot w € wq L ws, on peut construire un run acceptant
de A’ sur w A partir d’un run acceptant de A; sur wy et d’un run acceptant de A, sur wo. Ainsi, A’
accepte bien Lq LU Lo.

(On peut d’ailleurs voir 'algorithme de la question 2 comme un test d’accessibilité dans 'automate
intersection (produit) de I'automate d’entrée A, et de I'automate A’ pour les singletons {u} et {v}.)

Question 4. (Il faut faire attention a ne pas confondre I’exponentiation, qui dénote la concaténation
des langages, et le produit cartésien.) L’ensemble 1)(a*b*) est ’ensemble des paires de mots u,v € X*
de méme longueur tel qu’il y ait un mot de a*b* dans w LW v. Démontrons qu’il s’agit en fait de
(X*)2 N ((a*b*) x (a*b*)). Il est clair que, pour toute paire de mots u,v € a*b* (en particulier s’ils sont
de méme longueur), en écrivant u = aPb? et v = a"b®, on a aP"HIS € w i v. A Vinverse, si u W v
contient un mot w de a*b*, en considérant la préimage par les deux fonctions f, et f, du préfixe de a*
de w et de son suffixe de b*, on déduit que u et v sont également dans a*b*.

Question 5. En fait, ¢ est simplement la fonction “zip” qui transforme une paire de mots de méme
longueur en un mot formé de paires de lettres. On sait que ¥ (a*b*) est 'ensemble des paires de deux
mots de a*b* de méme longueur. Ainsi, {((a*b*)) est exactement [aa]*([ab]* + [ba]*)[bb]*, on on note
entre crochets les paires de Y.
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Question 6. Procédons par I'absurde et supposons que A reconnait Lg. Soient i # j deux valeurs telles
que 6*(a’) = 6*(a?). Par hypothése, A accepte a’b’, donc 1'état §*(a’b®) est final. Ainsi, comme §*(a’b’)
est le méme état, il est également final, donc A accepte a/b’, ce qui est une contradiction puisque i # j.

On en déduit que Lg n’est pas régulier, parce que, pour un automate putatif A qui reconnaitrait Lg,
il y aurait une injection ¢ de N dans son ensemble d’états défini par ¢(n) := §(a™) pour tout n € N, ce
qui contredirait la finitude de cet ensemble.

Question 7. Indication : Prendre L7 := (ab)*.

Procédons par 'absurde et supposons que ((¢(L7)) est régulier. Ainsi, comme les langages réguliers
sont clos par intersection, l'intersection de ce langage avec L% := ([aa][ba])*([ba][bb])* est également
régulier. Mais cette intersection est exactement L7 := {([aa][ba])"([ba][bb])" € N}. En effet, pour une
direction, il est clair que tout mot ([aa][ba])™([ba][bb])™ de L% est dans L%, et si on considére sa préimage
par ¢ (qui est en fait une bijection), il s’agit de ((ab)™(bb)", (aa)™(ab)™) : ces deux mots ont clairement
un entrelacement dans (ab)* obtenu en prenant les n (ab) du premier mot, puis alternativement les
2n a du second mot et les 2n b du premier mot, et enfin les n (ab) du second mot. Réciproquement,
considérons un mot de (¢ (L7)) N L%, écrivons-le ([aa][ba])P([ba][bb])?, et montrons que p = q. Il est
clair que les paires de mots de 1(L7) doivent contenir autant de a que de b pour avoir un entrelacement
dans (ab)*, et ainsi on a forcément p = q.

Il reste simplement & observer que L7 n’est pas régulier, ce qui se prouve exactement comme a la
question 6 (ou en utilisant le fait que les langages réguliers sont clos par morphisme inverse).
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J1 — Arbre de suffixes

On fixe ¥ un alphabet fini et $ ¢ 3 un caractére spécial. Si u et u' sont deux mots, on dit que u est
un facteur de u’ s’il existe deux mots v et v tels que «' = vuv’. Si v est le mot vide €, on dit que u est
un préfize de u/, et si v/ = ¢, on dit que w est un suffize de v’. On note Pref(u’) 'ensemble des préfixes
de u/, et Suff(u') Pensemble des suffixes de u’.

Soit D C ¥*$ un ensemble fini de mots sur ¥ terminés par $, c’est-a-dire que les mots de D sont de la
forme u$ ot u € ¥* est un mot sur X. On note Pref(D) := | J,,cp Pref(u), et Suff(D) := {J,cp Suff(u).
L’arbre lexicographique de D est un arbre aux arétes étiquetées par des lettres de 3 U {$}, muni d’une
bijection ¢ de 'ensemble de ses nceuds vers Pref(D), qui satisfait les conditions suivantes :

— la racine de ’arbre est envoyée vers le mot vide par ¢;

— pour u € ¥* et @ € X U {$}, si on a ¢(x) = ua pour un neeud z, alors x n’est pas la racine, on a
¢(x') = u pour le parent ' de z, et Paréte de 2’ a z est étiquetée par le caractére a.

On note en particulier que, pour chaque nceud z de l'arbre, le préfixe ¢(z) est égal a la concaténation
des étiquettes des arétes le long du chemin qui va de la racine a =x.

Question 1
(a) Donner I'arbre lexicographique de D = {aab$; abb$; ac$; acbaa$; b$}.

(b) Donner un algorithme permettant de construire 'arbre lexicographique d’un ensemble de mots
D C ¥*$. Quelle est sa complexité en temps 7

(¢) Donner un algorithme qui, étant donné I’arbre lexicographique d’un ensemble de mots D C ¥*$ et
un mot u € ¥*, détermine si u$ € D et si u est un préfixe d’un mot de D. Quelle est sa complexité
en temps ?

Question 2 Soit t € ¥*$ un mot terminé par $. On appelle arbre inefficace des suffizes de t Parbre
lexicographique de Suff(t) \ {€}.

(a) Donner I'arbre inefficace des suffixes du mot abbabab$.

(b) Asymptotiquement, quelle est la taille de l’arbre inefficace des suffixes de t, dans le pire cas?
Donner un exemple de famille de mots pour lequel le pire cas est atteint.

(¢) En gardant une structure arborescente, proposer une amélioration de lefficacité de la représentation
en mémoire de cet arbre. Montrer que la structure de données ainsi obtenue nécessite un espace
O([t]).

La structure de données de la question (c) est appelée larbre des suffizes de t. Dans les questions
suivantes, on admettra qu’il existe un algorithme pour calculer ’arbre des suffixes de ¢ en
temps O([t]).

Question 3

(a) Soit M C ¥* un ensemble fini de mots. Donner un algorithme efficace pour déterminer pour
chaque mot de m € M s’il est un facteur de t. Quelle est sa complexité en temps ?

(b) Donner un algorithme efficace pour déterminer un plus long facteur commun de deux mots ¢ et ¢'.
Quelle est sa complexité en temps et en espace ?



Corrigé

Question 1

(b) On peut utiliser I’algorithme dont le pseudo-code est le suivant :
Fonction insere_mot(u, a)
Si u est le mot vide
Renvoyer a
Siu=c.u’
Si de t part une aréte étiquetée par c vers un fils f
Soit f’ = insere_mot(u’, f)
Renvoyer a ol 1l’on a remplacé le fils f par f’
Sinon
Soit f’ = insere_mot(u’, arbre vide)
Renvoyer a od 1’on a inséré le fils f’ en étiquetant 1l’aréte par c

a = arbre vide
Pour chaque mot u de D

a = insere_mot(u, a)
La complexité en temps est O(>_,cplul) : I'insertion d’'un mot u parcourt exactement |u| + 1
nceuds dans l'arbre. La complexité en mémoire (non demandée) est O(3_,cplu|) dans le pire cas
ou les mots ont des préfixes communs courts.

(¢) On peut utiliser 'algorithme dont le pseudo-code est le suivant :

Fonction cherche_mot(u, a)
Si u est vide
Renvoyer vrai
Siu=c.u’
Si de t part une aréte étiquetée par c vers un fils f
Renvoyer cherche_mot(u’, f)
Sinon
Renvoyer faux

contient_prefixe = cherche_mot(u, a)
contient_mot = cherche_mot(u.$, a)

La complexité en temps est O(|u|), pour la méme raison qu’a la question précédente.

Question 2

(a)
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(b) La taille de 'arbre est quadratique dans le pire cas. En effet, le mot a™b"

n branches étiquetées par b", qui ont donc une longueur n.

produit un peigne, avec

(c) Pour améliorer l'efficacité de la représentation de l'arbre des suffixes, on peut se rendre compte
que les noeuds ayant exactement un fils n’ont pas besoin d’étre représentés. En effet, les chemins
constitués uniquement de noeuds n’ayant qu’un fils peuvent étre compressés en une seule aréte,
étiquetée par la concaténation des étiquettes des arétes initiales. Dans 1’exemple précédent, I’arbre
devient :

Telle quelle, cette représentation reste de taille quadratique, puisqu’il faut stocker les étiquettes
de toutes les arétes. Cependant, ces étiquettes sont toutes des facteurs du mot initial. Au lieu de
stocker les étiquettes telles quelles, on peut donc stocker les indices de début et de fin du facteur
dans t, et obtenir donc une représentation linéaire en le nombre de nceuds de ’arbre.

Par ailleurs, on observe que cet arbre a |¢| feuilles (une par suffixe) exactement, et que chaque
nceud interne (sauf éventuellement la racine) a au moins 2 fils. Le cas ou la racine n’a qu’un fils
conduit immédiatement & v = $ et ne pose donc pas de difficulté. Pour montrer que la taille de
larbre est en O([t]), il suffit donc de prouver qu'un arbre avec n feuilles et dont chaque nceud
interne a au moins 2 fils a au plus 2n — 2 arétes et 2n — 1 noeuds.

Montrons ce lemme par récurrence forte sur le nombre de feuilles. Si I’arbre contient exactement
une feuille, alors c’est 'arbre singleton et le résultat est trivial. Sinon, 'arbre a une racine, et j
sous-arbres. Soient n,...,n; le nombre de feuilles de chacun des sous-arbres. Le nombre total de
feuilles est n = 25:1 n;. En utilisant I’hypothése d’induction sur les sous-arbres, on en déduit que
Parbre a, au plus, j + Y27, (2n; — 2) = 2n — j arétes et 1 4+ > 7_ (2n; — 1) = 1 + 2n — j noeuds.
On peut conclure en utilisant 2 < j.
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Question 3

(a)

On commence par construire ’arbre des suffixes de ¢. Ensuite, pour chaque mot m de M, on
peut facilement parcourir ’arbre des suffixes comme & la question 1lc, pour déterminer si m est
un préfixe d’un élément de Suff(t), ce qui est le cas si et seulement s’il est facteur d’un élément
de t. (Noter qu’on peut facilement adapter la construction de la question lc pour fonctionner sur
la version optimisée de I’arbre des suffixes de la question 2c.) Pour chaque mot m, le parcours
s'effectue en O(|m/|). La complexité totale est donc O(|t| + Y, caslm|).

Sans perte de généralité, on peut supposer que t et t’ se terminent par deux symboles réservés
différents, $ et §'.

Commencons d’abord par résoudre le probléme a partir ’arbre des suffixes inefficaces de tt' : sur
cet arbre, les facteurs de ¢ et de t' correspondent tous a des nceuds. 11 suffit donc de caractériser
les noeuds correspondant & des facteurs de t et ceux correspondant a facteurs de ¢'. Un noeud
correspond & un facteur de t lorsque $ apparait dans une étiquette de sa descendance, et un
nceud correspond & un facteur de ¢ si on peut arriver a une feuille sans passer par une étiquette
contenant $. Il est facile de faire remonter ces informations, en faisant un parcours en profondeur
par exemple. En itérant sur tous les nceuds de ’arbre inefficace des suffixes, on peut donc calculer
le plus long facteur commun.

Cependant, cet algorithme est trop lent, puisqu’il nécessite ’arbre inefficace des suffixes. On peut
faire le méme calcul dans 'arbre des suffixes : les critéres pour qu’un noeud corresponde & un
facteur de t et de t’ restent les mémes, et peuvent aussi étre facilement calculés sur ’arbre des
suffixes. (Notons qu'il est facile de déterminer si I'étiquette d’une aréte contient $ en connaissant
uniquement 'indice de début et de fin de ’étiquette, puisque $ n’apparait qu'une fois dans tt/, a
une position connue.) Il reste donc & montrer que le facteur cherché correspond bien a un nceud de
larbre des suffixes. Soit I’ un facteur commun maximal. Il ne peut pas étre un suffixe de ¢t ou de ¢/,
puisque ces mots se terminent par un symbole différent. Soit donc z et 2’ des symboles tels que Fx
et F'x’ soient facteurs de t et t/, respectivement. Par maximalité, x # 2/. Donc Fax # F1/, et ces
deux facteurs correspondent donc a deux nceuds différents dans 'arbre inefficace des suffixes. Le
neeud associé a F' dans I'arbre inefficace des suffixes a donc au moins deux fils, et, par conséquent,
F correspond & un noeud dans l'arbre des suffixes de ¢t’ (autrement dit, F' ne se termine pas a
Iintérieur de 1'étiquette d’une aréte).

Le parcours de 'arbre se fait en un temps linéaire, et on renvoie le noeud qui satisfait les deux
conditions et qui est & une distance maximale de la racine (en pondérant les arétes par la longueur
du mot qui les étiquette). La complexité totale en temps de I’algorithme est donc O(|t| + [t']).
Puisqu’il faut construire Parbre des suffixes, la complexité en espace est aussi O(|t| + |t']).
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J2 — Domaines abstraits linéaires

Le but de ce probléme est d’étudier la structure de données d’octogones, qui permet d’approximer
des parties de R", et d’effectuer certaines opérations sur celles-ci.

Pour toutes les questions de ce probléme, on suppose que l'on peut effectuer constant les opérations
arithmétiques usuelles sur les nombres réels en temps constant. (C’est bien sir faux dans la réalité,
mais les nombres a virgule flottante donnent une bonne approximation.)

Soit n € N*. Pour A € M,,(RU {+00}) une matrice carrée de taille n dont chaque case contient une
valeur de R U {+o0}, on définit vz (A) C R" par :

vz(A) ={z e R" |V1<1i,j<n, zj—z; < A}

Intuitivement, on pensera a A comme un ensemble de contraintes d’inégalité de la forme z; — z; < K
sur R™.

. 1 2
Question 0. Représenter graphiquement vz ([_01 Q] >

Si U C R" est une partie non vide de R, on définit az(U) € M, (R U {+00}) comme suit pour tous
1<i,j<n:

az(U);j = sggml — T
x

Les contraintes d’inégalité imposées par A sont donc les plus fortes qui sont respectées par U.
On dit que A est close si vz(A) # 0 et az(vz(A)) = A.
On dit qu’une matrice A € M, (R U {+o00}) vérifie l’inégalité triangulaire lorsque :

\V/ijk, Az‘j < Aj + Akj

Question 1.

(a) Soit U une partie non vide de R™. Montrer que az(U) vérifie I'inégalité triangulaire et est a
diagonale nulle. En déduire qu’'une matrice close vérifie I'inégalité triangulaire et est a4 diagonale
nulle.

(b) Soit A € M, (R U {+oc}). On suppose que vyz(A) # 0. Prouver que pour tout i et j, on a
az(1z(A))ij < Aij.

(¢) Prouver qu’une matrice A est close si et seulement si elle vérifie I'inégalité triangulaire et est
a diagonale nulle. On se limitera au cas ou A est & coefficients finis, et on admettra le résultat
général pour les questions suivantes.

(d) Pour U # 0, prouver que az(U) est close.

(e) Donner un algorithme qui, étant donné A, détecte si vz (A) # 0, et qui, le cas échéant, calcule
az(vz(A)) en temps O(n3).



Question 2. Soient A et B deux matrices closes.
(a) Donner un algorithme pour déterminer si vz (A) C vz(B). Fonctionnerait-il toujours si A et B
n’étaient pas supposées closes ?

(b) Donner un algorithme qui calcule une matrice C' telle que vz(C) = vz(A) Nyz(B). En général,
C est-elle close?

(¢) Sion reprend la question (b) en supposant que tous les coefficients de B sont 400 sauf un, donner
un algorithme qui calcule une telle matrice close, si elle existe, en O(n?).

(d) Donner un algorithme qui calcule la matrice az(vz(A) U~vz(B)). En général, est-elle close ?
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Suite des questions

Dans la suite du probléme, on cherche & généraliser les contraintes que 1’on peut représenter par une
matrice. Plus précisément, on cherche & intégrer toutes les contraintes de la forme £x; £ x; < K. Pour
cela, on considére maintenant des matrices A € My, (R U {400}), et, pour z € R" et 0 < i < n, on
pose, par convention, x;i, = —I;.

On peut alors définir :

'yO(A):{mGR"]V1§i,j§2n, I'Z‘—.’L'jSAij}

De maniére similaire & az(U), pour U une partie non vide de R", on définit ap(U) pour tous
1<4,5<2n:
ao(U);j :==supz; — x;
zelU
On dit alors qu'une matrice est fortement close si yo(A) # 0 et ao(yo(A)) = A.
Pour simplifier les notations, on note i =i +n lorsque 1 <i<mneti=i—n lorsque n+ 1 <1i < 2n,
de fagon a ce qu’on ait toujours x; = —z;.

Question 3
0 +o0o 400 +o0
400 0 400 6
2 -1 0 4o
400 400 400 0

(b) Prouver qui si une matrice est fortement close, alors elle est close.

(a) Représenter vo

(c) Prouver que si A est fortement close, alors V1 <i,j < 2n, A;; = Az

(d) Expliquer comment cette structure de données permet aussi de représenter des contraintes de la
forme K < z; et z; < K.
. . . Aj+As

(e) En déduire que si A est fortement close, alors V1 <i,j < 2n, A;; < %

On admet le résultat suivant : une matrice est fortement close si et seulement si elle vérifie les trois
conditions données dans les questions 3(b), 3(c) et 3(e). C’est-a-dire, une matrice A est fortement close
si et seulement si :

(i) A est close

(i) V1<i,j<2n, Ayj=As

.o A+As;
(iii) V1 <4d,j <2n, A;; < =52

Question 4 Donner un algorithme qui, étant donné A, détecte si vo(A) # 0, et qui, le cas échéant,
calcule ap(v0(A)) en temps O(n?).
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Corrigé

Question 0
?L’L
/
, 7
/// e
Question 1

(a)

On a az(U)i; = sup,ey 0 =0, donc az(U) est a diagonale nulle. Par ailleurs,

az(U)i =supx; — o + 2 — 5
zeU

< sup @y — @+ ap — T
(z,2")eU?

= az(U)i + az(U)k;

Lorsque A est close, 7z(A) est non vide. En appliquant le lemme précédent, on déduit que
az(vz(A)) est a diagonale nulle et vérifie 'inégalité triangulaire. On conclut en utilisant A =

az(vz(A)).
Six € vz(A), alors x; — x; < A;j. Donc :

az(yz(A))yj = sup z; —x; < Ay
z€vz(A)

En combinant les résultats précédents, il reste & montrer que pour tout iy et jg, si A est a diagonale
nulle et vérifie 'inégalité triangulaire, alors vz (A) # 0 et A;j, < az(vz(A))iyj,- Par définition de
az, il suffit d’exhiber un = € vz(A) tel que A;yj, < 4, — xj,- On choisit « défini par x; := A;j,
pour tout 7.

La matrice A est a diagonale nulle, donc z;, = Aj,;, = 0 et donc Ay, = =i, — Tj,- On montre
x € yz(A) avec I'inégalité triangulaire :

ri —xj = Aijo = Ajjo < Aij + Ajjo — Ajjo = Aij

Selon les questions précédentes, il s’agit d’une matrice vérifiant I’égalité triangulaire & diagonale
nulle. Elle est donc close.

On peut interpréter A comme une matrice de poids dans un graphe dont les nceuds correspondent
aux indices dans la matrice. Comme nous allons le démontrer, avec cette interprétation, vz (A) = ()
si et seulement si le graphe a un cycle de poids négatif, et calculer la cléture d’une matrice A
revient a calculer tous les plus courts chemins du graphe dont la matrice de distances est donnée
par A. On peut donc utiliser 'algorithme de Floyd-Warshall pour résoudre le probléme. Notons
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qu’il est tout de méme nécessaire de s’assurer que la diagonale est nulle : cela correspond a calculer
les plus courts chemins de chaque noeud a lui-méme, ce que ne font pas certaines présentations
de lalgorithme de Floyd-Warshall. Plus précisément, on vérifie les valeurs de la diagonale de la
matrice et on échoue si une valeur est strictement négative ; sinon, on remplace toutes les valeurs
de la diagonale de la matrice par zéro, on applique 'algorithme de Floyd-Warshall, et on échoue
si et seulement si Floyd-Warshall signale I'existence d’un cycle de poids négatif.

Démontrons donc le résultat avancé ci-dessus. Tout d’abord, il est facile de voir que si le graphe a
un cycle de poids négatif constitué des nceuds i1, . .., ik, alors pour tout x € yz(A), on a :

Ozl‘il_l‘h"““"‘l’ik_l‘il§Ai1i2‘|‘"‘+Aiki1<O-

Et donc yz(A) = 0.
On suppose maintenant qu’il n’y a pas de cycle négatif. Soit A la matrice des plus courts
chemins dans le graphe dont A est la matrice des poids. Manifestement, Vij, A;; < A;;, donc

vz(A) C vz(A). Mais, si x € vz(A) et siiq,...,i est le plus court chemin entre i et iy, alors :

Tiy = iy, = Tiy — Tip + -+ + Ty — iy, < Ajyiy + -+ Aiy i = Aigiy

Donc z € yz(A), et on en déduit donc yz(A) = vz(A)

Mais A est manifestement close, puisqu’elle est & diagonale nulle et vérifie 'inégalité triangulaire.
Donc vz(A) # 0, et A = az(yz(A)) = az(yz(A))

Question 2

(a)

I est naturel de tester si Vij, A;; < Byj, puisque si cette condition est vérifiée, alors vz (A) C
~vz(B). Montrons que cette condition est nécessaire. En effet, si yz(A) C vz (B), alors on déduit
immeédiatement Vij, az(vz(A))i; < az(yz(B))ij, et donc, par cloture de A et B, on a bien
\V/’ij, Aij < Bl]

En réalité, la cloture de B n’est jamais utilisée dans la preuve précédente (on sait que az(vz(B))ij <
B;j), et est donc une hypothese inutile. Mais la cloture de A, elle, est importante. En effet, posons :

0 1 +o00 0 1 2
A= |+00 O 1 B=|+00 0 1| =az(yz(A))
400 +oo 0 +00 +oo 0

On a vyz(A) = vz(B), mais pas Vij, A;j; < Byj.
On peut poser C;; = min{A;;, B;j}. On a alors :

HARS ’}/Z(C) & Vi, xp — Z; < min{Aij,Bij}
& Viy, Ti — T §Aij/\IL‘i—ZL‘j SBU
€ yz(A) Az € v2(B)

Mais C' n’est alors pas nécessairement close. Par exemple :

0 1 +00 0 400 H4o00 0 1 +00
A= |4+00 0 +o© B= |+ 0 1 C=|400 0 1
+oo +4o0 0 +oo +o00 0 +oo +o00 0

Sur les graphes, cela revient & mettre & jour une matrice de plus courts chemins lorsque 'on
rajoute une aréte, et de détecter un éventuel nouveau cycle de poids négatif.
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Supposons donc qu’on veuille rajouter une aréte du noeud ¢ au noeud j, avec le poids p. Si un cycle
de poids négatif existe, alors il passe nécessairement par la nouvelle aréte, et on peut supposer
sans perte de généralité qu’il emprunte le plus court chemin entre j et ¢ dans I'ancien graphe.
Ce cycle est de poids négatif si et seulement si A;; +p < 0. L’intersection est donc vide si et
seulement si cette condition est vérifiée.

Dans le cas contraire, il faut & nouveau calculer tous les plus courts chemins dans le graphe. Pour
chacun de ces plus courts chemins, deux cas peuvent se présenter : il est soit identique au chemin
déja calculé, ou il bien il passe par la nouvelle aréte. Le nouveau plus court chemin entre deux
nceuds i’ et j” a donc comme longueur min{A; j, Ay; + p+ A;j}, ce qui peut se calculer en temps
constant. Le calcul de la nouvelle matrice s’effectue donc en temps O(n?).

De maniére générale, on peut prouver facilement, pour U et V des sous-ensembles de R, que
sup(U U V) = max{sup U,sup V'}. On en déduit facilement :

az(vz(A) Uyz(B))ij = max{az(vz(A))ij, az(vz(B))i;} = max{A;;, Bi;}

Cette matrice est close, cela découle immédiatement de la question 1d.

Question 3

(a)

(b)

on.

La convention décrite dans I’énoncé pour définir x; quand n < ¢ < 2n induit en fait une fonction
¢ : R* — R?" définie par ¢(x); = z; si i < n et ¢(x); = —x;_, sinon. Avec cette définition,
on remarque que ap(U) = az(¢(U)). Donc, si A est fortement close, alors A = ap(yo(4)) =
az(d(v0(A))). Donc A est close grace a 1d.

De maniére générale, z; — x; = x; — x;. Par conséquent, pour U # 0,onaap(U); = ao(U)j;, ce
qui est vrai en particulier pour yo(A4). On conclut grace a la cloture forte de A.

Les coefficients A;; et A;; imposent les contraintes 2x; < A;; et —2x; < Ajy;, respectivement. Pour
représenter la contrainte K < z; et x; < K, il suflit donc de choisir A;; = 2K et A; = 2K,
respectivement.

A;+A A+ A

Siz € v0(A), alors z; — z; < =“5-22. Donc ap(70(A))ij < =252, On peut alors conclure en

utilisant le fait que A est fortement close.

Question 4 Etant donné une matrice A, on peut effectuer des réductions qui conservent vo(A)
mais permettent de valider les conditions de la caractérisation de la cléture forte. Lorsque, aprés
avoir effectué ces réductions, on obtiendra une matrice A’ close telle que yo(A") = vo(A), on aura
calculé la cloture forte de A, puisque A’ = ap(70(4")) = ao(70(A)). Chacune des conditions de
cloture forte données dans I’énoncé suggére une de ces réductions. Plus précisément :
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(i) La condition A;; = Aj; suggere la réduction A;; < min{A;j, A5}

(ii) La condition de cloture (simple) suggére le calcul de tous les plus courts chemins, via
I’algorithme de Floyd-Warshall.

+A

VL. Aﬁ S R L . . Aﬁ+Af .
(iii) La condition A;; < —*5—% suggere la réduction A;; < min{A;;, 5},

Il n’est pas difficile de se convaincre que chacune de ces réductions permet, indépendamment des
autres, de garantir 'une des conditions de cléture forte. La difficulté de cette question consiste en
la combinaison de ces trois réductions afin de satisfaire les trois conditions de cloture.

Premiérement, la symétrie imposée par Aij = Aﬁ est manifestement conservée par les deux autres
réductions. On ne perd donc rien a effectuer la réduction A;; <- min{4;;, A5;} en premier.

On va prouver que si on a calculé tous les plus courts chemins sur un matrice vérifiant A;; = Az,
, . . Ag+As; . . . .

alors la réduction A;; < min{A;;, =*5—22} conserve la cléture simple. Ainsi, si on effectue les
trois réductions dans 'ordre dans lesquelles elles sont données plus haut, on obtiendra la matrice
fortement close cherchée. Le cas 7o(A) = 0 est détecté dans le cas ou cet algorithme échoue,

c’est-a-dire si 'algorithme de Floyd-Warshall trouve un cycle de poids négatif.

Pour prouver ce résultat, pour A une matrice close et vérifiant A;; = Aj;, on note A’ la matrice
définie par :
. A; + Az
Agj = min{4;;, %
On commence par prouver que A’ est a diagonale nulle. En effet, par I'inégalité triangulaire, 0 =
Maintenant, prouvons que A’ vérifie I'inégalité triangulaire. On a :
2

j + Aji, Aij + 5 5

!/ / .
On va montrer que chacun des termes utilisés dans le minimum est supérieur ou égal soit a A,
A+Ag . . N N
%. Chacun de ces termes sera donc supérieur ou égal & A}, , et on pourra conclure a

I'inégalité triangulaire. Considérons donc chacun de ces termes :

soit &

— Par I'inégalité triangulaire, A;; + A > A

Ag+A;; _ AgtAG A A Ag+ArL
g A= 2 Z =

Ap; = Aji.

, en utilisant 'inégalité triangulaire et la relation

A+AR .
— Le terme A;; + M est traité de la méme fagon que le précédent.

R L AgtAs ActAg o AgtAstAg
— Par l'inégalité triangulaire, =54 4 —H—kk > 0 -Ji &k

_ AgtAg
2

Sujet J2 Domaines abstraits linéaires 7



J3 — Arbres de Braun

On prend la définition suivante pour la notion d’arbre binaire : il s’agit d’une structure de données
finie, consistant soit en un arbre vide () (i.e., une feuille), soit en un nceud. Un neeud (g, d, ¢) contient
un sous-arbre binaire gauche g, un sous-arbre binaire droit d et une charge utile c. On ne décrit pas
précisément ce que contient la charge utile : cela dépend de I'utilisation qui est faite de 'arbre. La taille
d’un arbre binaire a, notée 7T'(a), est le nombre de nceuds qu’il contient. La hauteur d'un arbre binaire
est 0 si 'arbre est vide, et sinon c’est le nombre maximal de noeuds qu’il faut traverser pour atteindre
une feuille depuis la racine (feuille exclue et racine incluse).

Un arbre de Braun est un arbre binaire dont tous les noeuds (g, d, ¢) vérifient :

0 < T(g) — T(d) < 1

Question 1

(a) Montrer que, si on ignore les charges utiles, alors pour chaque n € N il existe un unique arbre de
Braun de taille n. Dessiner les 6 premiers arbres de Braun non vides.

(b) Proposer un algorithme naif pour calculer la taille d’un arbre de Braun.

(¢) Donner le comportement asymptotique de la hauteur d’un arbre de Braun en fonction de sa taille.

Question 2 Expliquer comment on peut utiliser la structure d’arbre de Braun pour implémenter une
file de priorité persistante. On demande de donner un algorithme pour les opérations d’insertion (en
O(logn)), de consultation du minimum (en O(1)) et de suppression du minimum (en O(logn)).

Question 3 Donner un algorithme pour calculer la taille d’'un arbre de Braun ayant une complexité
sous-linéaire. Quelle est sa complexité ?



Corrigé

Question 1

(a) On peut procéder par récurrence sur la taille de 'arbre. Il n’existe qu'un arbre de Braun de taille

0, l'arbre vide. Si n > 1, alors le sous-arbre gauche sera de taille [”T_l] et le sous-arbre gauche de

taille L"T_lj Par hypothése de récurrence, il n’existe qu'une seule possibilité pour les deux fils.
L’arbre de taille n est donc défini de maniére unique.

Les 6 premiers arbres de Braun non vides sont :

s OA P

(b) On peut utiliser la fonction suivante :

Fonction taille(a)

Sia=<>
Renvoyer 0
Sinon

Renvoyer 1 + taille(a.gauche) + taille(a.droite)

(c) 11 est facile de démontrer par induction que la hauteur d’un arbre de Braun est une fonction
croissante de sa taille. En ce qui concerne le comportement asymptotique, puisque le sous-arbre
gauche est toujours plus gros que le sous-arbre droit, la hauteur maximale sera toujours réalisée
par une feuille du sous-arbre gauche. Par conséquent, la hauteur d’un arbre de Braun vérifie la

H(n):HG”;D +1

Question 2 On considére les arbres de Braun dont les charges utiles sont les éléments stockés dans la
file de priorité, et on maintient la propriété de tas sur ces arbres. Plus précisément, si ((t1,t2,x),t3,y)
est un noeud de l'arbre, alors z > y; et si (t1, (¢2,t3, x),y) est un nceud de Parbre, alors x > y.

La consultation du minimum est ’opération la plus simple, elle consiste & renvoyer la charge utile a

récurrence :

Ainsi, on a H(n) = O(logn).

la racine :

Fonction minimum(a, x)
Posons <g, d, y> = a
Renvoyer y

La complexité est O(1).
L’ajout d’un nouvel élément peut étre effectué comme suit :

Fonction insertion(a, x)

Sia=<>
Renvoyer <<>, <>, x>
Sinon
Posons <g, d, y> = a
Six<y

échange de x et y
Renvoyer <insertion(d, x), g, y>
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La structure d’arbre de Braun est maintenue, car on insére toujours dans le sous-arbre droit, en
échangeant les deux sous-arbres : ainsi, si leur différence de taille est 1, elle devient 0, et si leur différence
de taille est 0, elle devient 1. La conservation de la structure de tas est assurée par la comparaison
utilisée pour choisir quel élément sera inséré récursivement et quel élément sera utilisé a la racine. Il y a
au plus H(n) appels récursifs. La complexité est donc O(logn).

L’opération de suppression du minimum est plus complexe. En effet, une fois la racine enlevée, il est
nécessaire de fusionner les deux sous-arbres pour former le nouveau tas. On va donc expliciter, dans
la suite, une fonction fusion, qui fait cette opération (en supposant que les deux arbres passés en
paramétres vérifient la propriété des arbres de Braun). La fonction de suppression du minimum est
alors :

Fonction supprime_min(a)
Posons <g, d, y> = a
Renvoyer fusion(g, d)

Pour fusionner les deux arbres, il faut bien faire attention a conserver la structure d’arbre de Braun et
la structure de tas. Si arbre de gauche (qui a un élément de plus, si les tailles ne sont pas égales) a une
racine plus petite, alors on peut utiliser cette racine comme nouvelle racine, et fusionner récursivement
ses sous-arbres. Attention, dans le nouvel arbre, il faudra échanger les deux fils pour conserver la
structure d’arbre de Braun.

Le cas ou c’est 'arbre de droite qui a une racine plus petite est plus embétant : en effet, c’est sa
racine qu’il faudrait prendre pour constituer la racine du nouvel arbre, mais cela casserait la structure
d’arbre de Braun, car 'arbre de droite est potentiellement déja plus petit que 'arbre de gauche. Il faut
donc extraire un élément (quelconque) de Parbre de gauche et I'insérer a droite pour maintenir la taille
de 'arbre de droite aprés I'extraction de sa racine. Le pseudo-code de cet algorithme est le suivant :

Fonction extraire(a)
Posons <g, d, x> = a
Sig=<>etd-=<
Renvoyer (<>, x)
Sinon
Posons (g’, y) = extraire(g)
Renvoyer (<d, g’, x>, y)

Fonction fusion_log2(g, d)
Sid=<>
Renvoyer g
Posons <gg, gd, xg> =g

Posons <_, _, xd> =4d
Si xg <= xd

Renvoyer <d, fusion_log2(gg, gd), xg>
Sinon

Posons (g’, x) = extraire(g)
Posons <dg, dd, xd> = insertion(d, x)
Renvoyer <fusion_log2 dg dd, g’, xd>

Malheureusement, cet algorithme est en O(log2 n). En effet, dans le pire cas, on va appeler extraire
et insertion pour chaque niveau de I'arbre. Pour faire mieux, il faut une autre fonction auxiliaire, qui
réalise en méme temps 'extraction de la racine dans ’arbre droit et 'insertion du nouvel élément :

Fonction remplace_min(a, x)
Posons <g, d, y> = a
Si (g = <> Ou x <= minimum(g)) Et (d = <> Ou x <= minimum(d))
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Renvoyer <g, d, x>
Sinon
// Noter qu’on sait que g != <> puisque g et d ne sont pas tous deux vides
Si d = <> Ou minimum(g) <= minimum(d)
Renvoyer <remplace_min(g, x), d, minimum(g)>
Sinon
Renvoyer <g, remplace_min(d, x), minimum(d)>

Fonction fusion(g, d)
Sid=<>
Renvoyer g
Posons <gg, gd, xg> = g

Posons <_, _, xd> =4d
Si xg <= xd

Renvoyer <d, fusion(gg, gd), xg>
Sinon

Posons (g’, x) = extraire(g)
Renvoyer <remplace_min(d, x), g’, xd>

Cette nouvelle version est de complexité O(logn) : pour chaque niveau de l'arbre chacune des trois
fonctions fusion, remplace_min et extraire ne sera appelée au plus qu'une fois.

Question 3 L’algorithme proposé en 1b a une complexité linéaire : il parcourt tous les nceuds de
I’arbre. La raison pour laquelle cet algorithme peut étre amélioré est qu’aprés 'appel récursif sur le
sous-arbre de gauche, on connait déja presque totalement la taille de I’arbre droit : c¢’est soit la méme,
soit un de moins.

On va donc faire une fonction qui calcule la taille de ’arbre droit, & partir la taille de I’arbre gauche.
Plus précisément, la fonction taille_proche prend en paramétre un arbre @ et un entier n, avec
I'hypothése que T'(a) = n ou T(a) = n — 1, et renvoie T'(a). L’idée de I'implémentation de cette
fonction est que, pour un arbre non vide, si on connait n, alors on connait toujours la taille de 'un des
sous-arbres. En particulier, si n est pair, alors la taille du sous-arbre gauche est [5], et si n est impair,
alors la taille du sous-arbre droit est |5 ].

Finalement, on obtient ’algorithme suivant :

Fonction taille_proche(a, n)
Sit = <>
Renvoyer 0O
Si n est pair
Renvoyer ceil(n/2) + taille_proche(a.droite, floor(n/2))
Sinon
Renvoyer taille_proche(a.gauche, ceil(n/2)) + floor(n/2)

Fonction taille_rapide(a)
Sia= <>
Renvoyer 0
Posons n = taille_rapide(a.gauche)
Renvoyer n + taille_proche(a.droite, n)

Pour chaque niveau de ’arbre, on effectue un appel de taille_proche, qui lui-méme effectue un
appel récursif par niveau de I'arbre restant. La complexité est donc O(log2 n).
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J4 — Problemes d’ordonnancement

On s’intéresse a des problémes d’ordonnancement : on a n tdches a réaliser (des programmes a
exécuter sur un ordinateur, par exemple), et on souhaite déterminer quand les réaliser en respectant
certaines contraintes pour optimiser un objectif. La définition exacte des contraintes et de I'objectif
varieront selon la question.

Chaque tache aura toujours une durée d’exécution p; € N*, et on supposera qu’'une tache ne peut pas
étre interrompue une fois commencée. On cherche donc a associer a chaque tache ¢ un instant de début
t; € N, en s’assurant qu’une seule tache est exécutée a la fois & chaque instant, c’est-a-dire que :

Vi<i,g<n,t;—t; >pjout; —t; >p;

Question 1 Dans cette question, on ne considére aucune contrainte supplémentaire.
(a) Proposer un algorithme pour calculer un ordonnancement qui minimise la date de fin de la derniére
tache. Quelle est sa complexité en temps ?
(b) Proposer un algorithme pour calculer un ordonnancement qui minimise la moyenne des dates de

fin. Quelle est sa complexité en temps?

(c) A chaque tache i on associe un poids w; € N*. Proposer un algorithme pour calculer un ordonnan-
cement qui minimise la moyenne des dates de fin, pondérée par les poids. Quelle est sa complexité
en temps ?

Question 2  On suppose, dans cette question uniquement, qu’en plus d’une durée d’exécution p;,
chaque tache a une date de disponibilité r;. Une tache ne peut jamais commencer avant cette date. Un
ordonnancement valide (¢;)1<;<y vérifiera donc toujours :

Vlg’ign,ﬂ'gti

(a) Adapter naivement I’algorithme proposé en la. L’algorithme obtenu est-il correct 7 S’il l'est, quelle
est sa complexité en temps ?

(b) Adapter naivement ’algorithme proposé en 1b. L’algorithme obtenu est-il correct 7 S’il 'est, quelle
est sa complexité en temps ?



Suite des questions

A partir de maintenant, on associe 4 chaque tache une date d’échéance d; en plus de la durée
d’exécution p;. Une tache sera alors considérée en retard si elle se termine aprés la date d’échéance. Les
dates d’échéances ne sont pas considérées comme des contraintes dures : un ordonnancement qui ne les
respecte pas est toujours considéré comme valide. Cependant, un bon ordonnanceur essaiera toujours
de minimiser les retards. C’est le sujet des questions suivantes :

Question 3
(a) Proposer un algorithme qui calcule un ordonnancement qui n’a pas de retard (si possible), ou qui
minimise le retard de la tache qui est le plus en retard. Quelle est sa complexité en temps?

(b) Proposer un algorithme qui calcule un ordonnancement qui minimise le nombre de taches en
retard. Quelle est sa complexité en temps ?

Corrigé

Question 1

(a) Un ordonnancement qui n’a pas de “temps mort” aura toujours la méme date de fin : il s’agira de
Z?:_Ol p;. Ainsi, il n’est pas nécessaire de choisir un ordre particulier pour les taches, et on peut
utiliser ’algorithme suivant :
t_cur <- 0
Pour i de 0 & n-1

t[i] <- t_cur
t_cur <- t_cur + plil

La complexité est O(n) en temps.

(b) Indication (pour la preuve) : on pourra montrer qu’on peut toujours trier un tableau en effectuant
des échanges d’éléments successifs.
Si elles sont exécutées tot, les taches les plus longues vont retarder I’ensemble des taches. Par
conséquent, il est naturel de réaliser les taches par ordre de durée : on réutilise le méme algorithme
qu’a la question précédente, en ayant préalablement trié les taches par durée croissante. La
complexité en temps est O(nlogn), puisque le tri nécessite un temps O(nlogn).
Prouvons que cet algorithme permet effectivement de minimiser la moyenne des dates de fin.
Pour cela, on peut commencer par remarquer, comme & la question précédente, que seul 'ordre
d’exécution importe : en effet, un “temps mort” peut toujours étre supprimé en réduisant la
moyenne des dates de fins d’exécution.
Soit donc o € &([0,n — 1]) une permutation représentant un ordre d’exécution, c’est-a-dire que
la tache (i) est exécutée a la i-éme position. La date de fin d’exécution de la tache o (i) est :

> po(s)
=0

et la somme de ces dates de fin est :

n—1 1

S(o) = Zzpa(j)

i=0 j=0

Minimiser la moyenne des dates de fin revient & minimiser S(o).

On va prouver que trier les taches par durées croissantes ne peut que diminuer la date de fin
moyenne. Pour cela, on utilise le fait qu’un tri peut toujours se décomposer en une série d’échanges
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de positions successives 7 et i +1 telles que py(;) > po(i41)- Si de tels échanges ne font que diminuer
S(o), alors un tri ne peut que diminuer la date de fin moyenne, quelle que soit la permutation
initiale. Cela permet de conclure finalement qu'un ordonnancement par p(;) croissants est optimal.

Il suffit donc de prouver que si ¢ est une permutation et i est un indice tel que p,(;) > Po(it1);
alors S(o o (i,i+ 1)) < S(0). Pour cela, on peut facilement calculer :

S(U © (Z7Z + 1)) = S(U) +p0'(i+1) — Po(i)

Ce qui permet bien de conclure S(o o (i,i 4+ 1)) < S(0).

Dans la preuve de la question précédente, si on ajoute les poids, alors la définition de S(o) devient :

n—1 1
S(@) =D poiyWeir)

i=0 j=0

Et on a :

S(o o (i,i+ 1)) = S(0) + We(3)Po(i+1) — Wo(i+1)Po(i)
Un échange entre les positions 4 et i + 1 diminue donc S(o) si et seulement si wy(;)Po(it1) —
Po(i+1) < Po (i)
Wo(i41) — Wo(i)

croissant. Cela peut se faire en temps O(nlogn).

Wo(i41)Po (i) < 0, C'est-a-dire si et seulement si Pour calculer un ordonnancement
optimal, on peut donc trier les taches par Z o (i)

o(i

Question 2

(a)

De maniére similaire & 1a, il existe toujours un ordonnancement optimal qui évite les “temps morts”.
Plus précisément, on peut supposer qu’a tout instant, soit une tache est en cours d’exécution, soit
toutes les taches pouvant étre exécutées 'ont été. Par ailleurs, tant que cette contrainte reste
vérifiée, I'ordre dans lequel les taches sont exécutées n’a aucune importance, comme & la question
la.
On aboutit donc au pseudo-code suivant :
Tant qu’il reste des téches a exécuter

Si au moins une tadche peut &tre exécutée maintenant

En exécuter une quelconque
Sinon
Attendre jusqu’a ce qu’une téche soit disponible

Pour 'implémenter de maniére efficace, on trie les taches dans ’ordre de date de disponibilité
croissante. Il sera alors facile de déterminer si 'on peut exécuter une tache a la date actuelle, et,
dans le cas contraire, quelle est la prochaine tache disponible :
Trier les tAaches par r[i] croissant
t_cur <- 0
Pour chaque téche i

t_cur <- max(r[i], t_cur)

t[i] <- t_cur
Cet algorithme est donc en O(nlogn).

L’algorithme “glouton” qui serait une adaptation naive de ’algorithme donné en 1b consisterait a
toujours exécuter la tache disponible minimisant p;. Cependant, cela ne produit pas toujours un
résultat optimal. En effet, considérons le cas ot (pg,r9) = (1000,0) et (p1,71) = (1,1). A l'instant
0, la seule tache disponible est la tache 0. L’ordonnancement sera donc tg = 0;¢; = 1000, et la
moyenne des temps de fin sera 1000,5. Cependant, ’ordonnancement (optimal) to = 2;¢; = 1 est
aussi valide et a une moyenne des temps de fin égale a 502.

La caractéristique nouvelle de ce probléme est qu’il peut étre profitable de ne pas exécuter une
tache alors qu’une tache est disponible a I'exécution.
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Question 3

(a)

De maniére surprenante, et comme nous allons le prouver, les durées d’exécution des taches
n’influent pas sur leur ordre d’exécution optimal. Il faut exécuter les taches dans I'ordre croissant
des dates d’échéance, sans temps mort. On peut donc calculer 'ordonnancement en O(nlogn).
Cette idée peut se trouver en résolvant a la main la question dans le cas n = 2.

Pour prouver ce résultat, on utilise une méthode de preuve proche de celle de la question 1b.
Premiérement, il est clair qu’il faut éviter les temps morts, et donc qu’il suffit de trouver une
permutation o qui minimise le retard maximal.

Pour une permutation o, le retard de la tache a la i-éme position est max {L;(¢);0} ot l'on a
posé :

Li(o) = Zpa(j) — dg(s)
=0

et donc le retard maximal est max {0; maxo<j<n Li(c)}.

Examinons Deffet de I’échange de deux taches successives o(k) et o(k + 1) : pour tout i tel que
i < koui>k+1, cet échange n’a aucun effet sur la date de fin de la tache o (i), et donc sur son
retard. On a donc L;(o o (k,k+ 1)) = L;(0).

Concernant les taches aux positions k et k + 1, on pose S = Zf;r% Po(j), €t on a :
Lk(O') =5- Do(k+1) — dg(k) Lk+1(0' o (kj, k+ 1)) =5- da(k)
Lk+1(0') =5- do-(k-+1) Lk(O' o (/{:, k+ 1)) =5- Do(k) — da(k+1)

Donc, si dy(11) < do(k), on a Lgy1(0) > Li(o o (k,k+1)) et Liy1(0) > Lgpi(oo (b, k+ 1)), et
donc, on en conclut :

max {0; max Li(o o (k, k + 1))} < max {0; max Li(a)}

0<i<n 0<i<n

En effectuant des échanges successifs, on peut donc trier les tches par date d’échéance croissante,
tout en diminuant le retard maximal. Donc le retard maximal associé a l’ordre choisi par
I’algorithme est toujours meilleur que n’importe quel autre ordre.

S’il n’est pas possible d’exécuter toutes les taches a I’heure, il va falloir en sacrifier certaines pour
gagner du temps pour les autres. Mais dés qu’une téache est sacrifiée, la date de son exécution
n’importe plus : quitte a 'exécuter a la toute fin, on I'ignorer complétement dans le calcul du
retard des autres taches. La solution de cette question consistera donc a trouver un sous-ensemble
maximal de tAches pouvant étre toutes exécutées a ’heure. Une fois ce sous-ensemble trouvé, il
suffira de trier les taches par date d’échéance croissante, comme a la question précédente.

Pour trouver ce sous-ensemble de taches exécutables sans retard, on essaie de les exécuter par
date d’échéance croissante, jusqu’a ce que I'une de ces dates d’échéance soit dépassée. Il faut alors
revenir en arriére et sacrifier I'une des taches déja exécutées. Pour la choisir, on remarque qu’il
est toujours préférable de sacrifier la tache la plus longue, parmi celles qui sont déja exécutées.
En effet, on gagnera alors plus de temps, et on pourra alors sacrifier moins de taches a ’avenir.
Ce choix peut donc se faire de maniére “gloutonne”; sans consulter les taches ultérieures. Pour
déterminer quelle est la tache la plus longue parmi celles qui sont déja exécutées, on peut utiliser
un file de priorité.

On arrive donc a P'algorithme suivant, avec une complexité de O(nlogn) en temps :

trier les taches par date d’échéance croissante.
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# tichesChoisies est une file de priorité de téches, permettant d’extraire
# la tache de durée maximale
tachesChoisies <- {}
t_cur <- 0
Pour chaque téche i
téchesChoisies.push(i)
t_cur <- t_cur + p[i]
Si t_cur > d[i]
j <- téchesChoisies.pop()
t_cur <- t_cur - p[j]

t_cur <- 0
Pour chaque téche i dans t&chesChoisies, par date d’échéance croissante
t[i] <- t_cur
t_cur <- t_cur + plil
Pour chaque autre téche i
t[i] <- t_cur
t_cur <- t_cur + p[i]
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J5 — Constitution d’échantillons aléatoires

On se propose d’étudier plusieurs algorithmes permettant de tirer aléatoirement un élément dans un
ensemble, selon une distribution donnée. Comme source de hasard, on suppose que 'on dispose de deux
primitives dans notre langage de programmation :

— unif (x) prend un entier x € N*, et renvoie un entier naturel tiré selon la distribution uniforme
sur {0,...,z — 1};

— bern(p) prend un réel p € [0, 1], et renvoie un booléen tiré selon une distribution de Bernoulli de
parameétre p.

On suppose que ces primitives s’exécutent en temps O(1). Par ailleurs, on suppose que les opérations
arithmétiques usuelles sur les réels peuvent étre calculées de maniére exacte en temps constant. (Ces
hypothéses sont fausses en pratique, mais de bonnes approximations sont possibles.)

Question 1 Proposer un algorithme permettant de mélanger uniformément un tableau. Plus précisé-
ment, I’algorithme doit choisir uniformément aléatoirement une permutation des indices du tableau, et
I’appliquer au tableau. Quelle est sa complexité en temps ?

Question 2

(a) Proposer un algorithme permettant de choisir uniformément k éléments distincts dans un ensemble
fini £. Quelle est sa complexité en temps et en mémoire ?

On se place dans le cas o ’ensemble E est trop gros pour tenir dans la mémoire : le seul moyen de
lire ses éléments est d’appeler une fonction suivant_E(), qui renverra successivement tous ses éléments.
Par ailleurs, on ne connait pas & 'avance le nombre d’éléments de E : une autre fonction terminé_E()
renvoie un booléen indiquant si tous les éléments ont été renvoyés par suivant_E(). (On garantit
cependant bien entendu que E contient au moins k éléments.)

(b) Proposer un algorithme permettant de choisir uniformément k éléments distincts dans un ensemble
fini E. Quelle est sa complexité en temps et en mémoire ?

Question 3. On s’intéresse maintenant a tirer aléatoirement dans {0, ...,n—1}, selon une distribution

fixée. Plus précisément, on prend en entrée un tableau de poids entiers W de somme S et on veut que
la probabilité de tirer I'entier ¢ soit mg[z].

(a) Proposer un algorithme pour résoudre ce probléme, avec une complexité O(n) en temps pour
chaque tirage.

On se place maintenant dans le cas ou de nombreux tirages aléatoires seront effectués successivement
sur cette méme distribution. On veut donc que le tirage aléatoire soit rapide, quitte & passer un peu de
temps a faire des pré-calculs sur P : ils ne seront effectués qu’une fois, et pourront étre réutilisés pour
faire des tirages plus rapides.

(b) Proposer un algorithme pour résoudre ce probléme, qui nécessite un temps de pré-calcul O(n), et
qui a une complexité en temps de O(logn) pour chaque tirage. Donner un pseudo-code détaillé
de cet algorithme.



Corrigé

Question 1 Le premier élément du tableau mélangé a une distribution uniforme sur tout le tableau.
Une fois choisi ce premier élément, on peut le mettre a la premiére position en I’échangeant avec
I'élément qui est actuellement le premier (en particulier, si I’élément choisi est déja en premiére place,
on ne fait rien). La distribution du mélange des éléments restants est alors uniforme sur toutes les
permutations. On peut donc recommencer le processus :

Pour i = 0 & n-2
j <- i + unif(n-1i)
Echange(t[i], t[j1)

La complexité de cet algorithme est O(n).

[Cet algorithme s’appelle “mélange de Fischer-Yates”, voir [Wik18b].]

Autre méthode possible, moins efficace : générer explicitement le tableau de permutation en mémorisant
les images déja assignées et en faisant un nouveau tirage a chaque fois qu’on a tiré une image déja
assignée.

Question 2
(a) On peut utiliser le méme algorithme qu’a la question 1, mais en s’arrétant aprés avoir fait k
itérations de la boucle. On prend ensuite les k& premiers éléments du tableau. La complexité en
temps et en mémoire est O(n) (en supposant qu’on lise toute I'entrée d’abord).

(b) Tout en itérant sur les éléments de F, on va maintenir un “réservoir’ de k éléments distincts
sélectionnés de maniére uniforme parmi les éléments déja parcourus dans E. Lorsque I'on voit le
n-éme élément, la probabilité qu’il soit dans le nouveau réservoir est % Si on le choisit, alors il
faut sélectionner uniformément k — 1 éléments parmi les éléments déja parcourus : cela peut se
faire simplement en retirant un élément aléatoire dans le précédent réservoir.

On obtient donc l'algorithme suivant :
Pour i = 0 a k-1
R[i] <- suivant_E()

n <-k
Tant que (Non terminé E())
n<-n+1
X <- unif(n)
Six <k
R[x] <- suivant_E()
Sinon
ignorer(suivant_E())

[1l s’agit de l’algorithme R, étudié en reservoir sampling : voir [Wik18a/.]

Question 3

(a) Soit X une variable aléatoire uniforme sur [0; S — 1], et soit I la variable aléatoire définie par :

Les valeurs de X correspondant a une valeur ¢ de la variable aléatoire I sont exactement
[ Wk]; 32— WIk] — 1]. Or, cet ensemble a pour cardinal W(i]. Donc P(I = i) = WTM

On peut donc utiliser I’algorithme suivant :
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Fonction tirage (W)
S <-0
Pour i = 0 a n-1
S <- S + W[i]

X <- unif(8)
s <- W[O]
i<-0
Tant que s <= x
i<-1+1
s <- s + W[i]
Renvoyer 1

(b) On peut améliorer 'algorithme présenté a la question précédente en pré-calculant les sommes
partielles >} _, Wi] en O(n). 1l suffira alors de faire une dichotomie pour calculer la valeur de I
en fonction de la valeur de X. L’algorithme est donc :

Sw[o] <- w[o]
Pour i =1 a n-1
Swlil <- SW[i-1] + W[i]

Fonction tirage()
x <- unif (SW[n-1])

# Dichotomie pour trouver le plus grand i tel que x < SW[il
i_min <- 0
i_max <- n
Tant que i_max - i_min > 1
i_mid <- (i_min + i_max) / 2
Si x < SW[i_mid]
i_min <- i_mid
Sinon
i_max <- i_mid
Renvoyer i_min

Références

[Wik18a] Wikipedia. Reservoir sampling, 2018. https://en.wikipedia.org/wiki/Reservoir_
sampling.

[Wik18b| Wikipédia. Mélange de Fisher-Yates, 2018. https://fr.wikipedia.org/wiki/M}C3Y
A9lange_de_Fisher-Yates.
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J6 — Arithmétique de Presburger

Soit X = {z1,...,2,} un ensemble fini de variables. Une wvaluation entiére (respectivement va-
luation booléenne) sur X est une fonction de X dans N (respectivement dans {0,1}). On note N*
(respectivement 2%) I’ensemble des valuations entiéres (respectivement booléennes).

On considére I'alphabet ¥ = 2%, et on associe & chaque mot @ = ag - - - a1 de * la valuation
entiére ¢, définie par :

m
Ga(wi) =Y 2a;(w;)
j=0
On dit alors qu’un ensemble E de valuations entiéres est régulier si le langage Lg défini par :
Lp:={aecX*| ¢, € E}

est régulier (c’est a dire s’il correspond exactement aux mots reconnus par un automate fini).

Question 1

(a) Soit x; € X une variable et v € N un entier. Montrer que ’ensemble de valuations entiéres suivant
est régulier :

{6 € NV | §(z;) = v}

(b) Montrer que si E et F' sont deux ensembles réguliers de valuations entiéres, alors EU F, ENF et
NY \ E sont réguliers.

Question 2 Soit x; € X une variable. Si ¢ € N¥\#i} et u € N, on note ¢[z; « u] la valuation
dans N% définie par :
U sl w; = xj

dla; + ul(zj) == {

¢(z;) sinon
Soit £ C N* un ensemble régulier de valuations entiéres. Montrer que les ensembles de valuations
entiéres suivants sont réguliers :

Eﬂmi = {QS € NX\{%} ‘ Ju € Na ¢[xz — U] € E}

By, ={¢ € N i} | Vu € N, ¢[z; < u] € E}

Question 3 On dit quune fonction f : N* — N est affine s'il existe des entiers naturels ug, u1, . . ., Up
tels que :

Vo € NV, f(¢) = uo + urp(a1) + - - - + un(n)
Soient f et g deux fonctions affines de N dans N.
(a) Montrer que I'ensemble {¢ € N | f(¢) = g(¢)} est régulier.
(b) Montrer que 'ensemble {¢ € Nt | f(¢) < g(¢)} est régulier.

Question 4 Deéduire des questions précédentes que I’ensemble suivant est régulier :

{¢p € X | ¢(x1) = max(¢p(x2),30(x3)) A (Fu € N, (u < 18 A ¢p(x2) mod 42 = u) V ¢(x3) = ¢(x1)+1)}



Suite des questions

Question 5 Proposer une généralisation des résultats précédents aux valuations sur Z.

Question 6

(a) Les constructions d’ensembles réguliers de valuations entiéres vues dans les questions 1 a 4
peuvent-ils se généraliser & d’autres bases que 27

(b) A T’aide des constructions d’ensembles réguliers de valuations entiéres vues dans les questions 1
a 4, peut-on construire tous les ensembles réguliers (au sens de la base 2) de valuations entiéres ?

Corrigé

Question 1

(a) On construit un automate avec [logyv| + 2 états (1 seul état si v = 0), numérotés de 0 a
|logy v| + 1. Si le chiffre de poids 2/ dans la représentation en base 2 de v est v, alors on
ajoute toutes les transitions 5 — j + 1, avec u une valuation booléenne telle que u(z;) = v;
pour l'indice i correspondant & la variable de ’énoncé. On ajoute aussi toutes les transitions
[logy v| +1 % |logy v | +1, avec u une valuation booléenne telle que u(z;) = 0. L'état |logy v] +1
est le seul état final.

On voit alors facilement que cet automate reconnait exactement le langage voulu.

(b) On prouve facilement que Lgpyr = LU Lp, Lgnp = Lg N L et Lyx\g = X" \ Lg. Le résultat
découle alors immeédiatement de la cloture des langages rationnels par intersection, union et
complémentaire.

Question 2 Commengons par E5,, : a partir d’'un automate A reconnaissant Lg, construisons un
automate A’ reconnaissant Lg. . Le nouvel automate A" a les mémes états que A, et les mémes états
1

initiaux. Pour chaque transition s =5 ¢ de A, on a une transition s u—/> s’ dans A’. Son étiquette
u' € NY\#} et la restriction de la valuation u & X'\ {x;}, c’est-a-dire que pour toute variable x;
différente de x;, on a v'(z;) = u(x;). Les états finaux de A" sont tous ceux qui permettent d’atteindre
un état qui est final dans A en ne parcourant que des transitions étiquetées dans A’ par la valuation
booléenne nulle de 2¥\M=i} (cela est nécessaire pour prendre en compte le cas ou la représentation en
base 2 de ¢(x;) est plus longue que celles des autres ¢(z;)).

Un mot aqg...a,, est reconnu par A’ si et seulement si il existe m’ € N et des booléens by, . .., by,
bint1s - -« Dy tels que agzi <= bo . .. am[Ti < by ]0[x; <= byt] ... 0[x; < byygmy] est reconnu par A.
En effet, les booléens by, ..., b,, sont donnés par les étiquettes des transitions du chemin dans A
correspondant au chemin acceptant dans A’, et les booléens by, 11, ..., by sont donnés par les
étiquettes des transitions d’un chemin de ’état final de A’ vers un état final de A.

Soient ag .. .ay un mot de valuations booléennes sur X \ {z;}. On va prouver que ¢q,. q,, € E3g, si
et seulement si aqg . .. a,, est reconnu par A’ :

— Siag...an est reconnu par A’, alors il existe m’ € N et des booléens bg, - . ., by, brt1s - - - s O
comme ci-dessus. Mais alors :

m4+m/

Pag...am |Ti Z 2765 | = Paglawsbo)...am[zi¢bm]0[zi<=bms1]...0[xs b
=0

}EE

m+m’

Donc ¢ao..,am € Eﬂmi-
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St @ag...am € Eas,, alors il existe u € N tel que ¢q. q,,[Ti < u| € E. En considérant la repré-
sentation en base 2 de u, et quitte & la compléter par des 0 dans les chiffres de poids fort pour

atteindre un état final de A, il existe un entier m’ et des booléens by, . .., by, bimt1, - - - s byt tels
que u = ZT:JBm 27b;. Alors, le mot aglx; < bo] ... am[i < bm]0[x; < bpmsa] .. O[zi = b

est reconnu par A. Et donc, le mot ag ... a,, est reconnu par A’.

Pour traiter Ey,., il suffit de passer au complémentaire : Ey,, = N i} \ (N*\ E)3,,. On conclut
alors a ’aide du résultat de la question 1b.

Question 3

(a)

On traite d’abord le cas ot f(¢) = ¢(x;) + ¢(z;) et g(¢) = ¢(xx). On cherche donc a prouver que
lensemble {¢ € N¥ | ¢(x;) + d(z;) = ¢(xx)} est régulier. Pour cela, il suffit d'un automate a deux
états. Le premier état est parcouru lorsqu’il n’y a pas de retenue a la position correspondante lors
de I'addition, et 'autre correspond a la présence d’une retenue :

(0, 0, 0) (1,0, 0)
0,1, 1) (0, 1, 0)
(1,0, 1) (1,1, 1)

(1, 1, 0)

start —

(0,0, 1)

Une transition étiquetée (b;,b;, by) sur ce schéma correspond a toutes les transitions étiquetées
par une valuation booléenne b telle que b(x;) = b;, b(x;j) = b; et b(zy) = by.

Soit f une fonction affine avec f(¢) = ug + uip(x1) + -+ + upd(zy). Soit x,41 une variable
supplémentaire. On va maintenant montrer que 'ensemble {¢ | f(¢) = ¢(xp+1)} est régulier, par
récurrence sur y_,_; uj. Si cette somme est nulle, alors c’est la question la. Sinon, soient f’ une
autre fonction affine et z; une variable telles que f(¢) = ¢(x;) + f'(¢). On a :

f(8) = d(ans1) & Ty, y = [(0) A d(ant1) = d(xi) +y

Donc :
{01 £(¢) = d(znt1)} ={¢ |3y, y = f(d) A d(wn41) = d(zi) +y}

Mais, en combinant le résultat de la question 2, le résultat de la question 1 sur 'intersection, le
résultat de la question la pour la premiére condition de la conjonction et le résultat ci-dessus
sur l'addition pour le second membre de la conjonction, on obtient que le membre droit de cette
égalité est régulier. Donc {¢ | f(¢) = ¢(xp41)} est régulier.

Finalement, si f et g sont deux fonctions affines, alors :

(@) =9(¢) & Fy,y = f(o) Ny = g9()

Donc, encore une fois, en combinant les résultats précédents, on obtient que I’ensemble {¢ |

f(@) = g(¢)} est régulier.
Ona:
f(o) < gld) & Iy eN, f(¢) +y=g(¢)

En combinant les résultats précédents, on obtient donc bien que {¢ | f(¢) < g(¢)} est régulier.
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Question 4 On remarque que :

amod42=b<b<42ANdceN,a=42c+b
a=max(b,c) &b<aAb<aA(a=bVa=c)

La condition proposée est donc équivalente & une condition ne faisant intervenir que des constructions
que nous avons déja vues dans les questions précédentes. Il s’agit donc bien d’un ensemble régulier.

Question 5 On ne détaillera pas les constructions ici. Plusieurs approches sont possibles :

— On peut encoder chaque entier de v € Z par tout couple d’entiers u(t),u(=) € N tel que

uw = u™) —u(5). Un entier relatif est alors représenté par une infinité de couples d’entiers naturels,
et les constructions d’ensembles réguliers vues dans les questions précédentes se transposent
facilement & cet encodage. La construction la plus délicate est celle de la question 3 : on peut
traduire une égalité (ou inégalité) de fonctions affines sur Z en une égalité (ou inégalité) de
fonctions affines sur N dépendant des couples d’entiers vus plus haut.

Dans ’encodage précédent, on peut rajouter la contrainte uwt) = 0 ou u7) = 0. Cela a pour
avantage d’avoir une représentation unique pour chaque entier relatif, mais ne simplifie en fait
pas vraiment les preuves.

On peut construire directement des automates travaillant sur une représentation en base 2 des
entiers relatifs (par exemple, en complément & 2 ou en complément & 1). Le bit de signe peut soit
étre le bit de poids le plus fort, soit étre stocké dans une variable séparée.

Question 6

(a)

(b)

Toutes les constructions peuvent se transposer a d’autres bases (entiéres, supérieures a 2). La
seule construction nécessitant une adaptation est I’automate pour ’addition présenté & la question
3a : dans la généralisation & la base b, il faut b états, un pour chaque valeur de la retenue.

On va exhiber un ensemble régulier au sens de la base 2, mais pas au sens de la base 3. Cet
ensemble ne sera donc pas constructible avec les constructions des questions 1 a 4.

L’ensemble {¢ | 3k € N, ¢(z1) = 2*} est clairement régulier au sens de la base 2. Cependant, il
ne est pas au sens de la base 3. En effet : supposons qu’il I'est. Il existerait alors un k tel que la
représentation en base 3 de 2% passe deux fois par le méme état dans 'automate. En répétant la
boucle, on obtient une suite arithmético-géométrique de la forme :

Ugr1 = 3% + aeN, pBeZ
dont les représentations en base 3 des éléments sont reconnus par I’automate. Donc tous les ug

sont des puissances de 2.
Pour obtenir une contradiction, on étudie cette suite. On peut résoudre la récurrence linéaire, et
obtenir :

up = 3% +6 v,0 €R

Et donc, pour tout k, logy(73%* 4 6) € N. Or :
)
logy (73%% + 8) = logy () + logy (1 + W) + kalogy(3)

Ot logs () + logs (1 + ﬁ%) converge quand k tend vers +oo. Mais, puisque log,(3) est irrationnel
(facile!), les parties fractionnelles de kalogy(3) sont denses dans [0, 1], ce qui est contradictoire
avec le fait que les logy(v3%* + d) sont tous des entiers.

Référence

Carton, O. (2008). Langages formels, calculabilité et complezité. Section 3.8.2 Arithmétique de Presburger.
Vuibert.
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J7 — Détection de cycle

Dans ce probléme, on admettra qu'’il est possible d’implémenter la structure de donnée de dictionnaire
a clés entiéres de facon a ce que les accés en lecture et en écriture se fassent en temps constant, et en
n’occupant qu'un espace mémoire linéaire en le nombre d’entrées dans le dictionnaire.

Soit N > 2 un entier, f une fonction de [0, N — 1] dans lui-méme, et xy € [0, N — 1]. On définit la
suite (z;)ien par :

Tiv1 = f(x)
Question 0 Montrer qu’il existe ¢ et j deux entiers naturels tels que z; = x; et ¢ < j.
On pose :
,u:min{iEN|EIjGN,j>i/\$z':93j}
A=min{i € N* |z, = x4}

Le but de ce probléme est de trouver des algorithmes efficaces pour calculer p et A, étant donnée une
implémentation de f.

Question 1

(a) Donner un algorithme simple pour calculer A et p, qui est efficace en temps. Quel est le nombre
(exact) d’appels a f effectués? Quelle est la complexité en mémoire, en fonction de A\, p et N 7
Le nombre d’appels & f est-il optimal ?

(b) Donner un algorithme simple pour calculer A et p, qui est efficace en mémoire. Quelle est sa
complexité en temps et en mémoire, en fonction de A\, et N7

On cherche maintenant un algorithme efficace en temps et en mémoire.

Question 2
(a) Quels sont les éléments de 'ensemble {n € N* | 2, = x9,}, en fonction de X et p?
(b) En déduire un algorithme pour calculer \ et p en temps O(\ + ) et en espace mémoire O(1).

(c) Combien d’appels & f sont effectués au total par cet algorithme ?



Corrigé

Question 0 Si tel n’était pas le cas, alors i — x; serait une injection de N vers [0, N — 1]. Mais N est
infini alors que [0, N — 1] est fini. Absurde.

Question 1

(a)

On peut utiliser I’algorithme suivant :
dict <- {}
i<-0
x <- x0
Tant que (Non dict.contient(x))
dict.Insere(x, i)
x <- f(x)
i<-1i+1
mu <- dict.lire(x)
lambda <- i - mu
Il effectue exactement A + p appels a f et a une complexité en mémoire de O(A + p) (toutes les
valeurs calculées des itérées de f sont dans le dictionnaire). Le nombre d’appels & f est optimal,
si on ne connait rien sur f. En effet, tant que 'on a pas calculé x),, les valeurs connues de f
laissent possibles plusieurs valeurs de A et u, selon la valeur choisie pour la prochaine itération
de f.
On peut essayer toutes les valeurs possibles de i et j. On obtient alors un algorithme O(1) en
mémoire, mais qui effectue O((\ + p1)?) appels & f :
xj <- £(x0)
j<-1
Répéter
xi <- x0
Pour i = 0 a j-1
Si xi = xj
mu <- i
lambda <- j - i
Stop
xi <- f(xi)
xj <- £(xj)
j <- j+1

Question 2

(a)

A partir de I'indice u, la suite des x; est périodique, de période X. Donc, pour n/ > n >0, on a
T, = T, si et seulement si n’ —n est un multiple de A et n > p. Donc, pour n > 0, on a x,, = T2y,
si et seulement si n est multiple de A et n > p. On en déduit :

{n e N* |z, = o} = {no,no + A,ng +2X,...} oung=A {g—‘
On calcule simultanément tous les x, et x2,, en comparant ces deux nombres jusqu’a trouver nyg.
Ensuite, en partant de zg et de z,,, on calcule tous les x; et x4, jusqu’a trouver un ¢ tel que
T = Tpo+i. Puisque ng est multiple de A, on en déduit que la derniére valeur de ¢ est égale a p.
Par ailleurs, si I'un des z,,4; calculés est égal & z,, avec ¢ > 0, alors le plus petit tel i est A.
Sinon, c’est que A < u, et donc ng = A.
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xn <- f(x0)

x2n <- f(£(x0))

n<-1

Tant que xn <> x2n
xn <- f(xn)
x2n <- f(f(x2n))
n<-n+1

xni <- xn

xi <- x0

i<-0

lambda <- -1

Tant que xi <> xni
xi <- f(xi)
xni <- f(xni)
i<-1+1
Si lambda = -1 Et xni = xn

lambda <- i

mu <- i

Si lambda = -1
lambda <- n

(¢) Lors de la premiére phase, on appelle 3ng fois f. Lors de la deuxiéme phase, on appelle 24 fois f.
Au total, on appelle donc 3\ [ﬂ + 2u fois la fonction f.
Référence

Knuth, D. E. (1998). The art of computer programming, 2 : seminumerical algorithms. Addision Wesley.
Exercice 3.1-6.
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J8 — Sommes d’'intervalles dans un tableau

Soit T" un tableau d’entiers relatifs, de taille N > 0.

Question 1 Donner un algorithme pour calculer des indices i et j tels que 0 < ¢ < j < N et tels que
la somme 7 _. T'[k] soit maximale. Quelle est sa complexité en temps ?

Question 2 Si, pour une valeur de j donnée, on connait la valeur de max;epo ;7 >_7_; T'[k], comment

calculer efficacement max;cpo 41 Zf;i T'[k] ? En déduire un algorithme en temps linéaire pour répondre
a la question 1.

Question 3 Soit m € [1, N]. Donner un algorithme pour calculer en temps linéaire un indice

i € [0, N —m] tel que la somme S 57" T[k] soit maximale.

Question 4 Donner un algorithme efficace pour calculer des indices i et j optimaux comme aux
questions 1 et 2, mais avec la contrainte supplémentaire j — i < m. Quelle est sa complexité en temps
et en espace ?



Suite des questions

Question 5 Soit U € [1, N]. On veut maintenant trouver plusieurs indices 0 < i1 < j; <ig < jo <
v <y <y < N, avec 0 < u < U tels que la somme )", Eﬂzil T'[k] soit maximale. Proposer un
algorithme qui calcule la somme maximale. Quelle est sa complexité en temps et en espace ?

Corrigé

Question 1 On attend ici un algorithme en O(N?). Par exemple, pour chaque valeur de 4, on
peut calculer la somme pour chaque valeur de j en se servant de la somme pour j — 1 :

maxs <- T[O0]

maxi <- 0

maxj <- O

Pour i = 0 a N-1
s <- 0

Pour j =i a N-1
s <- s + T[j]
Si s > maxs
maxs <- s
maxi <- i
maxj <- j
Renvoyer (maxi, maxj)

Question 2 On a:

On en déduit 'algorithme suivant (algorithme de Kadane) :

maxs <- T[O]
maxi <- 0
maxj <- O
i<-
s <- T[0]
Pour =1 aN-1

Si 0

N

n —«. -4 O

<
i<-
s <- 0

s <- s + T[j]

Si s > maxs

maxs <- s
maxi <- i
maxj <- j

Renvoyer (maxi, maxj)

Question 3 On essaie toutes les valeurs de i possibles, en utilisant une fenétre glissante : on calcule
la valeur de la somme gréace a la valeur de la somme a l'itération précédente. On obtient ’algorithme
suivant :
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s <- 0
Pour i = 0 a m-1
s <- s + T[i]
maxs <- s
maxi <- 0
Pour i = 1 a N-m
s <- s + T[i+m-1] - T[i-1]
Si s > maxs
maxs <- s
maxi <- i
Renvoyer maxi

Question 4 La tentation serait d’adapter les algorithmes des questions 2 et 3 et d’obtenir ’algorithme
INCORRECT suivant :

maxs <- T[O0]
maxi <- O
maxj <- 0
i<-0
s <- T[0]
Pour j =
Si s <
i <-

ow O

s <-
s <- s + T[j]
Si j-i >=m
i<-1i+1
Si s > maxs
maxs <- s
maxi <- 1
maxj <- j
Renvoyer (maxi, maxj)

En effet, sur la séquence (3,—1,1,10) avec m = 3, cet algorithme renverrait (1,3), pour une somme de
10, alors que 'optimum est 11.

Un algorithme toujours correct est ’adaptation de I'algorithme de la question 1. On obtient alors
une complexité de O(mN). A cette question, on attend un algorithme plus efficace.

Indication : Proposer une structure de données permettant, aprés un pré-calcul en temps linéaire,
de calculer en temps constant les sommes >, _, T'[k] & partir des indices 7 et j. Réponse a I'indication :
calculer en temps linéaire les sommes S[i] = Z;;lo T[k], pour 0 < i < n, puis on a Zi:zT[k] =
Slj+ 1] — S[i].

Pour obtenir un algorithme en O(N log N), on va itérer sur tous les j possibles, et on stocke dans
une file de priorité les valeurs de S[i] pour j —m < i < j et 0 < i. Pour une valeur de j possible, il
sera alors facile de trouver la valeur de ¢ minimisant S[i], et donc maximisant S[j + 1] — S[i]. Lorsque
la valeur de j change, il faut mettre a jour la file de priorité : il faut rajouter une nouvelle valeur (ce
qu’on sait faire facilement), et il faudrait en retirer une autre (ce qui est plus difficile, car non supporté
par les files de priorités habituelles). Au lieu d’effectuer ce retrait au moment de la mise a jour de j, on
le fait de maniére paresseuse, en ignorant les éléments non pertinents au moment ot ils sortent de la
file de priorité.

On obtient 'algorithme suivant :

maxs <- T[0]
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maxi <- 0

maxj <- 0
file <- {(0, O}
s <- T[O0]

Pour j =1 a N-1

s <- s + T[j]

Tant que file.top().snd <= j - m
file.pop()

Si s - file.top().fst > maxs
maxs <- s - file.top().fst
maxi <- file.top().snd
maxj <- j

file.push((s, j))

Renvoyer (maxi, maxj)

Chaque S[i] est inséré une fois dans la file de priorité. Sa taille est donc bornée par N 4 1 et les
opérations d’insertion et d’extraction sont en O(log N). Par ailleurs, le corps de la boucle Tant que n’est
exécuté au total que O(N) fois, puisque chaque élément ne peut étre retiré qu’une fois. L’algorithme est
donc en temps O(N log N). En espace, la seule structure de données et la file de priorité : la complexité

est O(N).

Avec une implémentation de file a priorité permettant de retirer des éléments quelconques, on peut

obtenir une complexité en temps O(N logm) et en espace O(m).

Question 5 Bien qu'un algorithme en O(N) existe [BC07|, on attend ici un algorithme de program-
mation dynamique en O(NU). Cet algorithme va résoudre le probléme pour des plus petites valeurs de
U et des préfixes de T'. Plus précisément, on note f(n,u) la somme maximale de au plus u segments

disjoints dans le préfixe T'[0...n — 1]. On a les relations :

~
—~
=

|

v

n—1
f(n,u):max{f(n—l,u), max f(i,u—l)—i—ZT[k:]} n>0, u>0

0<i<n X
k=i

Posons g(n,u) = maxo<j<n f(i,u — 1) + ZZ;} T[k], de sorte a pouvoir récrire :

f(n,u) =max{f(n—1,u), g(n,u)} n>0,u>0
On a alors :
9(0,u) = —oc0 u>0
g(n+1,u) = T[n] + max {g(n,u), f(n,u—1)} n>0,u>0

La derniére relation est a rapprocher de celle vue a la question 2. En calculant les valeurs de f et
de g (dans un tableau, par exemple), on obtient un algorithme en temps O(NU) (la valeur recherchée
est f(IN,U)). En ne stockant en mémoire que les valeurs de f et de g correspondant & une “colonne”

fixée (i.e., une valeur de u fixée), cet algorithme est en O(U) en mémoire.
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[BCO7| Fredrik Bengtsson and Jingsen Chen. Computing maximum-scoring segments optimally, 2007.
https://wuw.diva-portal.org/smash/get/diva2:995901/FULLTEXTO1. pdf.
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J9 — Tas et compagnie

Dans ce sujet, les éléments de tout tableau T' de taille n sont numérotés de 0 & n — 1.

Question 1.
(a) Qu’est-ce qu'un tas? Comment peut-on utiliser un tableau pour implémenter un tas?

(b) Proposer un algorithme pour transformer, en temps linéaire, un tableau quelconque d’entiers en
un tas tel que décrit dans la question précédente, en conservant ses éléments.

Question 2. On dit qu’un tableau T d’entiers de taille 2n est un tas d’intervalles s’il vérifie les
propriétés suivantes :

T2 |5] < 72 i€[ln—1] 1)
T25 ] +1] >T[2i + 1] i€[l,n—1] (2)
T[2i] < T[2i +1] i€ [0,n—1] (3)

(a) Dans un tas d’intervalles, ou sont les entiers le plus petit et le plus grand ?

(b) Proposer un algorithme pour extraire simultanément le minimum et le maximum d’un tas
d’intervalles. Quelle est sa complexité ?

(c) Prouver que, pour un tableau d’entiers T' quelconque, si T' vérifie (1) et (2), alors (3) est vraie
pour tout i € [0,n — 1] si et seulement si elle est vraie pour tout i € [[%|,n —1].

(d) Proposer un algorithme pour insérer deux entiers dans un tas d’intervalles. Quelle est sa com-
plexité ?

(e) Montrer qu’un tas d’intervalles permet d’implémenter une structure de données représentant un
ensemble d’entiers distincts et répondant efficacement aux requétes suivantes :

— lecture du plus petit entier;

— lecture du plus grand entier;

— extraction du plus petit entier;
— extraction du plus grand entier;
— insertion d’un entier.

Quelle est la complexité de chacune de ces opérations ?



Corrigé

Question 1.

(a)

On ne demande pas, dans cette question, de donner l'implémentation de chaque
opération de file de priorité sur un tas. Un tas permet d’implémenter une structure de file
de priorité supportant 'opération d’extraction du minimum et d’insertion d’un élément. Ces
opérations peuvent toutes deux étre effectuées en temps logarithmique en fonction de la taille du
tas. Un tas est un arbre binaire tel que chaque noeud contient une valeur plus faible que chacun
de ses deux fils (s'ils existent).

On peut stocker un tas dans un tableau : dans ce cas, on maintient I'invariant :

Vi € [1,T.taille — 1], T Hl ; 1” < TVi]

On construit le tas en partant du bas, en faisant descendre les éléments si ils ne respectent pas la
condition de tas :
Pour i de n-1 a 0
j <=1
Tant que (2%j+1 < n Et T[j] > T[2*j+1]) Ou (2%j+2 < n Et T[j] > T[2%j+2])
Si 2%j+2 < n Et T[2%j+2] < T[2xj+1]
Echanger (T[j], T[2*j+2])

j <- 2%j+2
Sinon

Echanger (T[], T[2*j+1])

j <- 2%j+1

Les noeuds situés au niveau k (c’est-a-dire dans une cellule i telle que 2% — 1 < i < 2F+1 — 1)
descendront au plus de K — 1 — k niveaux, ot K = O(log, n) est le nombre total de niveaux.
Puisqu’il y a au plus 2* nceuds au niveau k, le nombre total de niveaux descendus est :

=

/

K—
k _ oK-1
K —1-k) =213 o
k'=0

b
Il

0

. / _ .
Or, la série Z;C’:oo % est convergente, on a 25~ = O(n), et le nombre total de niveaux descendus

est le nombre total d’itérations de la boucle intérieure. Donc cet algorithme est bien en O(n).

Question 2.

(a)

Chaque couple de cellules (T[2i], T[2i + i]) dans le tableau correspond & un nceud dans lequel
on stocke un intervalle (d’on la contrainte T'[2i] < T'[2i + 1]). La propriété de tas d’intervalles
revient & dire que l'intervalle d’un nceud est toujours inclus dans l'intervalle de son parent. Ainsi,
I'intervalle du neceud racine inclut tous les entiers du tas d’intervalles. Par conséquent, le minimum
est T'[0] et le maximum T'[1].

On vient de montrer que le minimum et le maximum se trouvent dans les deux premiéres cases
du tableau. Pour les retirer, il faut donc trouver une nouvelle valeur pour ces cases du tableau :
on diminue de 2 la taille du tableau, et on prend le contenu des deux derniéres cellules pour les
mettre dans les premiéres cases. Il faut alors reconstituer la structure de tas de maniére analogue
a l'algorithme habituel pour les tas : on fait descendre dans le tas les deux entiers nouvellement
positionnés dans les premiéres cases. En plus de maintenir les deux premiéres propriétés, qui
correspondent & des propriétés “standard” de tas, il faut veiller & bien conserver la propriété
Vi e [0,n — 1], T[2i] > T[2i + 1] : si elle n’est plus vérifiée, alors on échange T[2i] et T[2i + 1],
puis on continue. On obtient I'algorithme suivant :
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Fonction extraitMinMax(T)
T[0] = T[T.taille - 2]
T[1] = T[T.taille - 1]
T.taille -= 2

i<-0
Tant que (4*i+2 < T.taille Et T[2*i] > T[4*i+2]) Ou
(4%i+4 < T.taille Et T[2*i] > T[4*i+4])
Si 4%i+4 < T.taille Et T[4*i+4] < T[4*i+2]
Echanger (T[2*i], T[4*i+4])
i <- 2%i+2
Sinon
Echanger (T[2*i], T[4*i+2])
i <- 2%i+1
Si T[2*%i] > T[2*i+1]
Echanger (T[2*i], T[2%i+1])

i<-0
Tant que (4*i+3 < T.taille Et T[2%i+1] < T[4*i+3]) Ou
(4%i+5 < T.taille Et T[2*i+1] < T[4*i+5])
Si 4%i+5 < T.taille Et T[4%i+5] > T[4*i+3]
Echanger (T[2%i+1], T[4*i+5])
i <- 2%i+2
Sinon
Echanger (T[2*i+1], T[4*i+3])
i <- 2%i+1
Si T[2*i] > T[2xi+1]
Echanger (T[2*i], T[2*i+1])
11 s’exécute en O(logn).

(¢) C’est évidemment une condition nécessaire. Montrons que c’est une condition suffisante. On
suppose donc que T vérifie (1) et (2).
On va montrer que si (3) est vraie a 'indice i > 0, alors elle est vraie & I'indice L%J (c’est-a-dire
son parent dans le tas). On suppose donc T'[2i] < T[2i +1]. On a :

T[2|5 ] <TR2i) <T2i+1)<T[2|5] +1]

Dou T [2| 5] <T[2[5]| +1], cest a dire (3) & lindice |57
Alors, par récurrence, il découle que (3) est vraie partout dés qu’elle est vraie pour les feuilles.
C’est ce qu’il faut démontrer, puisque les feuilles sont aux positions ¢ € [H%J ,n— 1]].

(d) L’idée de départ est de procéder indépendamment dans le tas des positions paires et dans celui
des positions impaires. Procéder ainsi permettra bien entendu de respecter (1) et (2). Cependant,
rien ne garantit a priori que (3) serait conservée.

Pour résoudre ce probléme, on va utiliser la question précédente : notre algorithme va renvoyer
un tableau vérifiant les propriétés (1) et (2) partout et la propriété (3) seulement pour les indices
1€ [H%J , N — 1]]. Il est notable, de plus, que 'algorithme habituel d’insertion dans un tas ne
modifie quun seul nceud & un tel indice : il s’agit de la nouvelle feuille.

Indication : Dans quel ordre sont disposés les éléments stockés dans les ancétres de la nouvelle
feuille 7 Du coup, dans lequel des deux tas doit-on insérer les nouveaux éléments ?

Les éléments stockés dans la branche des ancétres de la nouvelle feuille sont totalement triés :
tous les ancétres dans le tas min (aux positions paires) sont plus petits que tous les ancétres dans
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le tas max (aux positions impaires). De plus, dans le tas min, les éléments sont triés dans 'ordre
décroissant en montant dans la branche, et dans le tas max, il le sont dans I'ordre croissants.
Du coup, on regarde ott on doit insérer les deux nouveaux éléments dans cette séquence triée :
en notant 7 'indice de la nouvelle feuille, si les deux nouveaux éléments sont plus petits que
T [2 L%H, alors il faut les insérer tous les deux dans le tas min. Au contraire, si ils sont plus
grands que T’ [2 L%J + 1] , alors ils iront dans le tas max. Si aucune de ces conditions ne s’applique,
alors le plus petit va dans le tas min et le plus grand dans le tas max.
En appliquant cette régle, les éléments de la nouvelle branche seront toujours dans le bon ordre, et
(3) sera donc respectée a la feuille. Par conséquent, I’arbre renvoyé sera bien un arbre d’intervalle.
L’algorithme obtenu est alors :
Fonction insére_min(i, T)
Tant que i > 0 Et T[2*i] > T[2*((i-1)/2)]
Echanger (T[2#i], T[2%((i-1)/2)1)
i<- (i-1)/2

Fonction insére_max(i, T)
Tant que i > 0 Et T[2*i+1] > T[2*((i-1)/2)+1]
Echanger (T[2*%i+1], T[2*((i-1)/2)+1])
i<- (i-1)/2

Fonction insére(a, b, T)
Sib<a
insére(b, a, T)
Sinon

i <- T.taille / 2

T.taille += 2

Sii>0Etb< T[2%((i-1)/2)]
T[2*¥i] = b
insére_min(i, T)
T[2xi+1] = T[2xil]
T[2%i] = a
insére_min(i, T)

Sinon Si i > 0 Et a > T[2*%((i-1)/2)+1]
T[2*i+1] = b
insére_max(i, T)
T[2+i] = T[2xi+1]
T[2*i+1] = a
insére_max(i, T)

Sinon
T[2*i] = a
T[2*xi+1] = b
insére_min(i, T)
insére_max (i, T)

La complexité de cet algorithme est O(logn).

(e) Sil’ensemble a stocker est de cardinal impair, on met un élément de coté et on se raméne a un
cardinal pair. S’il est de cardinal pair, on utilise simplement un tas d’intervalles. Les opérations
demandées se programment facilement avec les opérations spécifiées dans les questions précédentes.
Ainsi, les algorithmes qui consistent & lire le maximum ou le minimum sont en O(1), et ceux qui
consistent a modifier la structure de données sont en O(logn).

[Pour plus de détails sur les tas d’intervalles, consulter larticle original [vLW93].]

Sujet J9 Tas et compagnie 4



Références

[vVLW93| Jan van Leeuwen and Derick Wood. Interval heaps. The Computer Journal, 36(3) :209-216,
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J10 — Arithmétique d’'Avizienis

Soient a et b deux entiers positifs vérifiant % < a < b. On introduit le systéme de numération
d’Avizienis : celui-ci s’apparente au systéme de numération en base b, mais il utilise 2a + 1 chiffres qui
vont de —a & a. En pratique, on note 1,2, ... pour les chiffres négatifs.

Plus précisément, si x,, ...,z sont de tels chiffres (des éléments de [—a, a], donc), alors 'interpréta-
tion de x,, - - - xg est :

n
($n ce xO)avi = Z$kbk
k=0

Question 1.
(a) La représentation d’un entier dans le systéme de numération d’Avizienis est-elle unique ?

(b) Quels nombres peut-on représenter avec n chiffres ?

Question 2.
(a) Quelles sont les représentations de 07

(b) Proposer un algorithme qui détermine le signe d’un nombre non nul représenté avec le systéme de
numération d’Avizienis. Dans quel cas cet algorithme est-il particuliérement efficace ?

Un circuit logique combinatoire est un graphe orienté acyclique tel que :
— Les neeuds avec seulement des arétes sortantes sont appelés entrées du circuit, on les note ey ... e,.

— Les noeuds avec seulement des arétes entrantes sont appelés des sorties du circuit, notés si ... sp,.
Ces nceuds de sortie ont obligatoirement exactement une aréte entrante.

— Les nceuds internes (i.e., ayant des arétes entrantes et sortantes) sont également appelées portes.
On en utilise ici de quatre types, étiquetés respectivement NON, ET, OU ou XOU. Les nceuds
NON ont une aréte entrante exactement, tandis qu’un nceud ET, OU ou XOU a deux arétes
entrantes exactement.

Un calcul du circuit consiste a affecter des 0 ou 1 a chaque nceud d’entrée, puis & propager ces
booléens le long des arétes, en effectuant au passage les calculs indiqués par les nceuds internes. De la
sorte, un circuit de n entrées et m sorties peut étre associé a une fonction de {0,1}" dans {0,1}™.

La profondeur d’un circuit est la longueur du plus long chemin entre une entrée et une sortie.

Question 3.

(a) Donner un circuit prenant 3 booléens (vus comme des éléments de {0, 1}) en entrée et calculant
leur somme représentée en base 2 sur 2 bits

(b) En déduire un circuit qui prend en entrée deux entiers positifs ou nuls représentés en base 2 sur
n bits et qui calcule la somme représentée en base 2 sur n + 1 bits. Quelle est sa profondeur,
asymptotiquement 7

(c) Proposer un circuit permettant de comparer deux entiers positifs ou nuls représentés en base 2
sur n bits. Quelle est sa profondeur, asymptotiquement ?

Question 4. Montrer qu’il existe un circuit logique combinatoire prenant en entrée deux nombres
représentés dans le systéme d’Avizienis et qui calcule une représentation de leur somme dans le
systéme d’Avizienis. Le circuit aura une profondeur bornée (indépendamment de n), et on choisira une
représentation appropriée pour les entrées et sorties sous forme de booléens.



Suite des questions

Question 5. Proposer un circuit logique combinatoire permettant de multiplier deux entiers positifs
ou nuls donnés en base 2 sur n bits, en renvoyant un entier sur 2n bits. Ce circuit aura une profondeur
O(logn) et contiendra O(n?) portes.

Corrigé

Question 1.

(a)

(b)

La représentation d’un entier dans le systéme de numération d’Avizienis n’est pas unique. C’est
en particulier le cas a cause de la possibilité d’avoir des zéros initiaux (cf question 2a), mais c’est
le cas méme si on interdit ces derniers, i.e., si on impose que la représentation soit normalisée
(cf question 2b). Par exemple, (1d)ayi = b—a, 00 0 <b—a < %. Donc b — a a au moins deux
représentations : ¢’est lui-méme un chiffre, et c’est aussi (1a)ayi

Le plus grand nombre représentable (tous ses chiffres sont égaux a a) est ZZ;(I) abk = a%, et le

plus petit nombre représentable est son opposé, —ab;_—_ll.
Prenons maintenant un = € [[—alf_;f, alf_;f]], et montrons qu’il est représentable. Sans perte

de généralité, on peut supposer que z > 0 (si x < 0, on prend la représentation de —z et on
prend 'opposé de tous les chiffres). Considérons y =z + (b —a — 1)b;_—_11 : on obtient facilement
0 <y < b", donc y se représente en base b avec n chiffres. Soit (yn—1---yo)p cette représentation.
Pour i € [0,n—1], on pose z; = y;—(b—a—1). On va prouver que (zy, - - - ©¢) est une représentation

d’Avizienis de z : tout d’abord, pour tout i, on a x; € [a — b+ 1,a] C [—a,a]. Par ailleurs :

A 1
b1 +kZ_0ykb ——(b—a—l)b_1 +ty=uw

Zwkbk =—(b—-a-1)
k=0

Donc x est bien représentable avec n chiffres dans la représentation d’Avizienis.

Question 2.

(a)

(b)

(0---0)avi sont les seules représentations de 0. Supposons, en effet, que (x,, - - xp)avi = 0 avec
xn # 0. Alors —z,b" = (-1 - T0)avi- Mais selon 1b, ‘(xn,l . ':L'())avi‘ < (" —-1)7% < V" et
|—z,b"| > b". C'est donc absurde.

Le signe d’un nombre représenté dans le systéme d’Avizienis est égal au signe de son chiffre non

nul de poids le plus fort. En effet, soit (z, - - - Zg)avi un nombre représenté dans ce systéme avec
T, non nul. Alors, en utilisant le méme raisonnement qu’a la question précédente, on a :

‘(xn—l tee xO)aVi‘ < |xnbn|

Et donc le signe de (zy, - - - Z0)avi = Znb"™ + (Tp—1 - - T0)avi est bien le signe de x,.
Cet algorithme est particuliérement efficace (il s’exécute en temps constant) lorsque la repré-

sentation d’Avizienis est normalisée, c’est-a-dire lorsque le chiffre de poids le plus fort est non
nul.

Question 3.

(a)

Si x1,x9,x3 sont les trois booléens, alors leur somme est (y1yo)2, o0t yo = ©1 B 2 O x3 et
y1 = (z1 Ax2) V (x2 Axg) V (23 A 7). Le circuit logique en découle immédiatement.
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(b) On procéde par récurrence sur n. L'initialisation n = 0 est triviale (vraiment!). Si on a un circuit
pour la somme (¢, 41 - - ¢g)2 de deux entiers (ay, - - - ag)2 et (by, - - - bp)2, alors on calcule la somme de
(@nt1---ag)2 et de (bpy1---bo)2 en additionnant a1, byt et cpp1 avec le circuit de la question
précédente. Les booléens ¢, ,, et ¢}, ; obtenus sont alors tels que (any1---ao)2 + (bpy1---bo)2 =
(C/n—i-QC/n—i-lcn “-cp)a.

Ce circuit est obtenu en « chainant » n additionneurs tels que décrits a la question précédente. 11
a donc une profondeur O(n). On peut obtenir une profondeur O(logn) en utilisant par exemple
un Carry-lookahead adder [Wik18a|, mais ce n’est pas demandé ici.

(¢) De la méme fagon, on procéde par récurrence sur n. Le cas n = 0 est trivial : les entiers sont
toujours égaux. Sinon, on fait un circuit qui détermine si les bits de poids forts sont égaux : s’ils
ne le sont pas, alors on peut conclure, et s’ils le sont on se réduit a la comparaison des n — 1 bits
de poids plus faibles. La profondeur est de O(n).

Question 4. On représente chaque chiffre de la représentation d’Avizienis avec sa représentation en
base 2, avec un bit supplémentaire pour le signe, en utilisant soit la représentation en complément a 1
ou la représentation en complément & 2. La question 3 montre qu’on peut facilement avoir des circuits
pour additionner et comparer des entiers. Les soustraire ne pose pas plus de difficulté.

Armé de ces circuits pour les opérations élémentaires sur les chiffres de la représentation d’Avizienis,
on va construire un circuit de profondeur bornée pour additionner deux nombres dans la représentation
d’Avizienis. L’astuce est que la redondance offerte par la représentation d’Avizienis permet de calculer
une retenue pour chaque chiffre sans attendre la propagation de la retenue des chiffres de poids plus
faibles.

Plus précisément, pour additionner deux nombres (Z,—1 - Z0)avi €t (Yn—1 - Yo)avi, O considére que
I’addition du chiffre d’indice 7 fait une retenue dés que le résultat pourrait sortir de [—a,a] dans le
cas le plus défavorable pour la retenue entrante. Notons que puisque les chiffres sont potentiellement
négatifs, les retenues sont potentiellement négatifs elles aussi. On utilise donc la définition suivante
pour la retenue sortante & l'indice 7 :

-1 sizi+y; < —a
tir1 =140 si —a<z;+y; <a 0<i<n
1 six; +y; > a
to=0
En la représentant par exemple avec deux bits, toutes les t; peuvent étre calculées en fonction des

entrées avec un circuit de profondeur indépendante de n.
Maintenant, on peut calculer le résultat de 'addition (2, - - - 20)avi avec :

2 = X + i + 1 — bty 0<i<n

Zn = 1Tn

Il est alors facile de démontrer que les z; sont alors bien des chiffres d’Avizienis, c¢’est-a-dire qu’ils
sont dans [—a, a]. Cela découle de la propriété & < a < b.

Question 5. Pour multiplier (x,,—1 - xg)2 €t (yp—1---yo)2, on écrit :

n—1 A n—1 . n—1ln—1 o
w2 || 2w | =3 ) (winy)2
i=0 j=0 i=0 j=0

Multiplier ces deux nombres, c’est donc additionner les nombres E;:Ol (z; Ay;)2" (pour i € [0,n—1]),
dont la représentation en base deux se calcule facilement avec un circuit de profondeur bornée et un
nombre quadratique de portes.
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Pour calculer cette addition, on pourrait utiliser n — 1 fois successives 'algorithme de la question 3b.
Cependant, on obtiendrait une profondeur totale ©(n?), ce qui n’est pas satisfaisant. On va améliorer
cet algorithme de deux maniéres : premiérement, au lieu d’utiliser ’addition en base 2 décrite a la
question 3b, on utilise ’addition dans la représentation d’Avizienis. Mais comme b = 2 n’est pas une
base possible dans la représentation d’Avizienis, on regroupe les bits deux par deux et on effectue des
additions d’Avizienis avec b = 4 et a = 3. En utilisant cette idée, on peut effectuer chaque addition en
profondeur O(1).

La deuxiéme amélioration consiste a changer sur ’ordre dans lequel les additions sont effectuées :
en utilisant un algorithme diviser pour régner, on peut effectuer toutes ces additions en profondeur
O(logn). Plus précisément, on sépare les n nombres en deux groupes de cardinaux égaux (a 1 prés),
on effectue récursivement les sommes des deux sous-groupes, puis on calcule la sommes des deux
sous-sommes avec 'algorithme d’addition d’Avizienis. Ainsi, on peut effectuer ’addition de n nombres
dans la représentation d’Avizienis en une profondeur P(n) vérifiant la récurrence :

P(n) = P([2]) +0(1)

D’ott P(n) = O(logn).

Le nombre de portes nécessaires pour calculer cette somme reste linéaire en fonction de la taille des
nombres & additionner, c’est-a-dire quadratique par rapport a n.

Le seul probléme restant est que la somme finale est représentée dans la représentation d’Avizienis,
alors qu’on la veut en binaire. Il reste donc a prouver qu’on peut effectuer la conversion vers une
représentation binaire en profondeur O(logn) et avec O(n) portes. Pour cela, on utilise (encore!) un
algorithme diviser pour régner, qui prend en entrée un nombre a = (an—1 - - - ap)avi dans la représentation
d’Avizienis (avec toujours b = 4 et a = 3), et qui calcule a la fois son écriture en base 2 et ’écriture
en base 2 de a — 1 sur 2n + 1 bits (en utilisant la convention du complément a 2 pour les nombres
négatifs). Le cas n = 1 est facile. Si n > 1, alors on effectue indépendamment la conversion des L%J bits
de poids faibles et des {%] bits de poids forts. On sélectionne parmi le bon résultat pour le poids fort
en fonction de la valeur du bit de poids le plus fort de la conversion des bits de poids faibles.

Pour plus d’informations sur la numération d’Avizienis, on peut par exemple aller sur la page
Wikipedia associée [Wik18b]

Références
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[Wik18b| Wikipédia. Systéme de numération d’Avizienis, 2018. https://fr.wikipedia.org/wiki/
Syst%C3%A8me_de_num}C3%A9ration_d%27Avizienis.
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J11 — Constitution d'échantillons aléatoires

On suppose que notre langage de programmation fournit une primitive piéce, qui renvoie un booléen
tiré selon la distribution de Bernoulli de paramétre %

On définit la complexité moyenne en temps d’un programme utilisant piéce comme étant ’espérance,
sur tous les résultats des tirages de piéce, de la complexité en temps de ’exécution du programme au
sens habituel.

Par ailleurs, on suppose que les opérations arithmétiques usuelles sur les réels peuvent étre calculées
de maniére exacte en temps constant. (Ces hypothéses sont fausses en pratique, mais de bonnes
approximations sont possibles.)

Question 1 Proposer un algorithme qui prend en paramétre un réel p € [0, 1], et qui renvoie un
booléen tiré selon la distribution de Bernoulli de paramétre p. Quelle est sa complexité moyenne en
temps 7 Quelle est sa complexité en espace ?

Question 2 Soit L un langage régulier sur l'alphabet {a, b} décrit par un automate déterministe A et

soit n € N. On note L,, I’ensemble des mots de L de longueur n, et on pose v, = “;—;Ll On suppose 71

borné par une constante. Donner un algorithme qui tire aléatoirement uniformément un mot dans L,
avec une complexité moyenne en temps O(n). Quelle est sa complexité en espace ?

Question 3

(a) Déduire de la question 2 un algorithme qui prend en paramétre un entier z € N* et qui renvoie un
entier naturel tiré selon la distribution uniforme sur {0, ...,z — 1}, avec une complexité moyenne
en temps O(logz).

(b) En espérance et & une constante additive prés, combien d’appels & piéce sont effectués par cet
algorithme ?

(c) Proposer un algorithme qui effectue moins d’appels a piéce en moyenne.



Corrigé

Question 1  Pseudo-code demandé.
Considérons l'algorithme suivant :

Fonction bern(p)
Sip>1/2
Renvoyer Non(bern(1-p))
Sinon Si piéce()
Renvoyer bern(2+p)
Sinon
Renvoyer Faux

Tout d’abord, la fonction termine presque stirement : En effet, la probabilité qu’elle ne termine pas
correspond & la probabilité que piéce ne renvoie jamais Faux, et cette probabilité est nulle.

Sip> %, alors on se réduit a tirer une variable de Bernoulli de paramétre 1 — p en prenant la négation
du résultat. Sinon, la probabilité de renvoyer vrai est % 2p=0p

Par ailleurs, le nombre d’appels & piéce suit une loi géométrique de paramétre % Son espérance est
donc 2. La fonction s’exécute donc en temps O(1) en moyenne, et la complexité en espace est constante
(on peut faire en sorte que la récursivité soit terminale).

Question 2 Pseudo-code demandé.

On tire aléatoirement un mot w de longueur n, et on teste son appartenance a L. Si w est effectivement
dans L, alors il est tiré dans la distribution uniforme sur 3", conditionnellement & son appartenance a L :
c’est exactement la distribution uniforme sur L. S’il n’est pas dans L, on oublie tout et on recommence.

Le nombre total d’exécutions de la boucle principale suivra alors une distribution géométrique de
paramétre y,. Son espérance % est donc bornée.

Par conséquent, la complexité en temps de l'algorithme est O(%) = O(n), et la complexité en espace
est clairement O(n) également.

Question 3

(a) Soit n = [logy z]. Démontrons que le langage L, des représentations en base 2 sur n bits des
entiers naturels strictement inférieurs & z est régulier, et qu’on peut construire pour ce langage
un automate déterministe complet & 2n + 1 états.

Six=2" ona L, =X", et le résultat est trivial.

Sinon, soit * = (xp—1---xg)2 la représentation en base 2 de x. Un mot y,—1---yo est la re-
présentation en base 2 d’un nombre y < zx si et seulement s il existe un indice i tel que
Tpo1 = Yn—1y---,Tit1 = Yi+1, ¥i = 0 et z; = 1. On construit donc 'automate avec 2n + 1 états
Sy Sn—1,Sh_1s- -+, S0, S comme suit :

— s, est I'état initial ;
2 . o 0,1
— §p est un état puits : on a deux transitions sg — sg;
. .- 0,1

— s, est le seul état final, et on a deux transitions s — s ;

. - 0,1
— pour tout 0 < i < n, on a deux transitions s, — s}_;;

. " 0 " 1
— pour tout 0 <4 <n avec x; = 1, on a une transition s;41 — s;, et une transition s;41 — S;;

. . 0 " 1
— pour tout 0 < ¢ < n avec z; = 0, on a une transition s;y1 — ;, et une transition s;41 — sp.
Il est facile de démontrer que cet automate reconnait bien le langage voulu.

Du coup, tirer un entier u < x revient & tirer un mot binaire dans L, ce que 'on peut faire en
O(n) = O(log, z) selon la question précédente, puisqu’on a alors 7, > 3.
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(b) On fait 'Yin [logy x| appels & piéce en moyenne. Si x est le successeur d’une puissance de 2, on fait
2[logy x| + O(1) appels a piéce.

(c) L’idée générale de Ialgorithme est qu’a chaque appel de piéce, on exclut la moitié¢ des résultats
possibles. Cependant, il est possible que l'intervalle des résultats possibles ne puisse pas étre
divisé en deux parties de méme longueur. Dans ce cas, certaines valeurs possibles du résultat
doivent étre partagées entre les deux moitiés : il est alors nécessaire de changer leur poids pour
conserver I'uniformité de la distribution. Ainsi, nous allons écrire une fonction récursive prenant
en paramétre un entier n et deux réels z_1,x, € [0, 1[. Cette fonction tirera aléatoirement un
entier dans [—1,n], avec des poids z_1,1,...,1,z,. Si n = 0, il suffit de tirer une variable de
Bernoulli en utilisant la méthode de la question 1. Sinon, on appelle piéce, on divise n en deux,
et on peut recommencer. On obtient le pseudo-code suivant :

Fonction unif_aux(n, xml, xn)
Sin=0
Si bern(xmil/(xmi+xn))
Renvoyer -1
Sinon
Renvoyer 0
# n-xml+xn est le poids total & considérer pour cet appel
mid <- (n-xml+xn)/2
Si piéce()
Renvoyer unif_aux(floor(mid), xml, mid-floor(mid))
Sinon
Renvoyer unif_aux(n-ceil(mid), 1-mid+floor(mid), xn) + ceil(mid)

Fonction unif (n)

Renvoyer unif_aux(n, 0, 0)
Cet algorithme effectue log, n + O(1) appels a piéce en moyenne. Cette complexité est optimale
a une constante additive preés : en effet, il faut au moins [log, n] appels & piéce pour espérer
avoir n valeur possibles différentes en sortie de 1’algorithme.
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J12 — Enumérations

On fixe A un automate déterministe sur un alphabet X, et un entier m € N*.

Question 1

(a) Proposer un algorithme qui calcule la longueur minimale des mots acceptés par A, si cette quantité
est bien définie, et qui détecte si elle ne 'est pas. Quelle est sa complexité ?

(b) On suppose dans cette question que A n’a pas de cycle. Proposer un algorithme qui calcule la
longueur maximale des mots acceptés par A, si cette quantité est bien définie, et qui détecte si
elle ne l'est pas. Quelle est sa complexité ?

(c) Que se passe-t-il lorsque A a un cycle ?

Question 2

(a) Proposer un algorithme permettant de calculer le nombre modulo m de mots de longueur n dans
L(A). Quelle est sa complexité en temps et en espace ?

(b) Le probléme devient-il plus difficile si on demande de calculer le résultat exact (sans modulo) ?

(¢) L’hypothése que A est déterministe est-elle importante ?



Corrigé

Question 1  Pseudo-code demandé pour au moins l'un des algorithmes.

(a) La longueur du mot le plus court peut s’obtenir en faisant un parcours en largeur en partant de
I’état initial de 'automate, et en calculant la distance minimale d’un état final. Si aucun état final

n’est atteint, alors le langage est vide et la longueur minimale n’est pas définie. Sa complexité
est O(]4])

(b) On peut calculer la longueur du plus long mot a 'aide d’une fonction récursive :
# Renvoie -00 si aucun mot n’existe
Fonction plusLongMot(s)
Si s est final
r <- 0
Sinon
r <- -o00
Pour chaque s’ successeur de s
r <- max(r, plusLongMot(s’) + 1)
Renvoyer r

Réponse : plusLongMot(init)

Il faut mémoiser cette fonction pour avoir la bonne complexité.

Pour représenter -oo, on peut utiliser n’importe quel entier plus petit que —|Q)|, et le résultat est
négatif si et seulement si le langage est vide. Attention, méme si s est final, il faut tout de méme
essayer des mots plus longs.

La complexité est la méme : O(|d]).

(c) Silautomate a un cycle, alors la terminaison de I'algorithme de la question b) n’est plus garantie.
Il faut alors commencer par vérifier si I'un de ces cycles est accessible et co-accessible a ’aide
de deux parcours en profondeur. Si oui, alors il existe des mot acceptés par A de longueur
arbitrairement longue, et le maximum n’est pas défini. Si non, alors on peut supprimer ces cycles
de 'automate sans modifier le langage qu’il reconnait, puis réutiliser I'algorithme de b).

Question 2

(a) On suppose ici que 'automate A n’a pas de cycle. On utilise un algorithme de programmation
dynamique :
Fonction compteMots(s, i)
Si le calcul de compteMots(s, i) a déja été fait
Renvoyer le résultat déja calculé
Sii=0
Renvoyer 1 si s est final, O sinon
r=20
Pour chaque successeur s’ de s
r = (r + compteMots(s’, i-1)) mod m
Renvoyer r

Réponse : compteMots(init, n)

La complexité en temps est de O(n|d|), et de O(n|Q]) en espace. On peut réduire la complexité en
espace a O(|Q]) en ne stockant simultanément les résultats de compteMots que pour deux valeurs
simultanées de n.

(b) Si on demande de calculer le résultat sans modulo, alors celui-ci peut croitre de maniére expo-
nentielle par rapport a n. Par conséquent, le résultat dépassera rapidement la capacité du “mot
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machine” lorsque n augmente, et la complexité des opérations arithmétiques pour calculer ces
nombres ne peut plus étre considérée comme constante.

(c) Si A n’est pas déterministe, alors plusieurs chemins peuvent reconnaitre le méme mot. Puisque
notre algorithme ne compte en fait que les chemins de longueur donnée depuis ’état initial vers
les états finaux, il n’est plus garanti que celui-ci renvoie le résultat attendu.
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J13 — Réseaux de tri

Dans ce sujet, on se propose d’étudier les réseauz de tri. Il s’agit d’une certaine catégorie d’algorithmes
de tri, pour lesquels on fixe & I’avance une série de comparaisons et d’échanges constituant ledit réseau.

Plus précisément, dans ce sujet, un réseau de tri agit sur un tableau 1" de n entiers, et est décrit
par une séquence de modules de comparaison. Un module de comparaison est décrit par la donnée
d’une paire (7, j) de deux indices tels que 0 < i < j < n. Un tel module de comparaison a pour effet
d’échanger les contenus des cellules T[i] et T'[j] si et seulement si T[j] < T[i].

On représentera un réseau de tri de la fagcon suivante :

— Chagque cellule du tableau est représenté par une ligne horizontale allant de ’extréme gauche a
I'extréme droite du schéma.

— Les modules de comparaison sont alors représentés de gauche a droite. Chacun d’entre eux est
représenté par une ligne verticale reliant les lignes correspondant aux deux cellules concernées.

Par exemple, le réseau de tri (0,1)(2,3)(0,2)(1,3)(1,2) est représenté par le schéma suivant :

I

\)

O =

Question 1 Exécuter le réseau de tri donné en exemple sur le tableau [2,4, 5, 1]. Ce réseau permet-il
de trier n’importe quel tableau de taille 47

Question 2 Donner un réseau de tri qui trie tout tableau d’entiers de taille n. On ne demande pas
que ce réseau de tri soit optimal selon quelque critére que ce soit. Combien de modules de comparaison
contient-il, asymptotiquement ?

Question 3 Montrer qu’un réseau de tri permet de trier tout tableau si et seulement si il permet de
trier tout tableau de booléens.

Question 4 Dans cette question, on suppose que n = 2F est une puissance de 2 avec k > 1. Par
ailleurs, on ne considére que les tableaux 7" tels que les sous-tableaux T'[0] ... T'[§ —1] et T[5] ... T[n—1]
sont déja triés. Construire un réseau de tri qui trie ces tableaux, en utilisant O(nlogn) modules de
comparaison.

Indication : on pourra utiliser une approche diviser-pour-régner, en commencant par trier les positions
paires et les positions impaires indépendamment.

Question 5 En déduire un réseau de tri efficace pour trier tout tableau de taille quelconque. Asymp-
totiquement, combien de modules de comparaison contient-il 7

On définit la profondeur d’un réseau de tri par le nombre maximal de modules de comparaison qu’une
valeur doit traverser avant d’arriver a la fin du réseau.

Question 6 Quelle est, asymptotiquement, la profondeur du réseau de tri de la question 57



Corrigé

Question 1
1 5 5 5
53 1 T 2 4
4 4 T i 4 D
23 2 i 1 1

Ce réseau de tri trie tous les tableaux de taille 4 : en effet, en notant T” le tableau a la fin de I’exécution,
on a 7'[0] = min(min(7'[0], T[1]), min(7T'[2],T[3])) et T"[3] = max(max(T'[0],T[1]), max(T'[2],T[3])).
Ainsi, T'[0] et T"[3] sont bien respectivement le minimum et le maximum du tableau. Le dernier module
de comparaison permet bien de s’assurer que 7"[1] < T7[2].

Question 2 On peut effectuer un tri par sélection en utilisant un réseau de tri. Si n < 1, alors il
n’y a rien & faire. Sinon avec n — 1 modules de comparaison, on place le maximum du tableau a la
position n — 1. Ensuite, il reste a trier les n — 1 éléments restants, ce que ’on peut faire par hypothése
de récurrence.

On peut prouver facilement que le réseau de tri ainsi construit contient w = O(n?) modules de
comparaison.

Question 3 On va commencer par démontrer que si f est une fonction croissante, alors f commute
avec le réseau de tri. C’est-a-dire que si, a travers un réseau de tri, T est transformé en T, alors le
tableau contenant f(7°[0]),..., f(T[n — 1]) est transformé en f(77[0]),..., f(T'[n — 1]). En effet, il est
facile de démontrer que les modules de comparaison commutent avec f, et ensuite, par un récurrence
évidente, on peut étendre le résultat aux réseaux de tri.

On suppose maintenant qu’on dispose d’un réseau de tri qui trie tous les tableaux de booléens.
Soient T' un tableau, et i et j deux indices tels que T[i] < T[j]. On va démontrer que les positions
correspondantes i’ et j' dans le tableau final T’ sont telles que i’ < j’. Posons f(z) = 1,~7p;- On
a f croissante, f(T'[i]) = 0 et f(T'[j]) = 1. Puisque f est a valeur dans {0, 1}, le réseau de tri trie
correctement le tableau f(7°[0]),..., f(T[n — 1]), et donc, en associant le lemme précédent, on obtient
donc i’ < j'. Par conséquent, toutes paires de cases contenant des valeurs différentes dans le tableau
sont bien ordonnées par le réseau : cela implique directement que le réseau ordonne correctement le
tableau.

Question 4 On commence par remarquer que la démonstration de la question 3 s’applique aussi au
cas ou le tableau d’entrée vérifie la nouvelle hypothése de cette question. Il suffira donc de prouver que
le réseau de tri que nous allons construire fonctionne pour des tableaux de booléens.

Posons, pour simplifier les notations 7[0] = T[25~1], ..., T[2¥~! — 1] = T[2*F — 1]. Il s’agit donc, avec
ces nouvelles notations, de fusionner les tableaux triés T[0..28~1] et T[0..2¥1].

Si k=1, cest trivial.

Sinon, on commence par faire la fusion des indices pairs et des indices impairs, en appelant I’algorithme
récursivement.

On va fusionner :

— le tableau formé par les valeurs T'[0], T'[2], . .. ,T[2F=1 — 2] avec le tableau formé par les valeurs
T[O]vT[2]v s 7T[2k_1 - 2] )
— le tableau formé par les valeurs T[1], T[3],...,T[2*~1 — 1] avec le tableau formé par les valeurs

), T[3],...,T[2* 1 —1].
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On obtient alors les sous-tableaux Sy et Sp, chacun de taille 2°=1. Ces sous-tableaux sont exactement
entrelacés : Sy occupe les position paires, et S7 occupe les positions impaires. La sortie de ce processus
est donc le tableau S tel que S[2i] = Sy[i] et S[2i + 1] = S1[i] pour tout 0 < i < 2871,

Si les tableaux 77[0..2571] et T7[0..25~1] ne contenaient que des 1 et des 0, posons [ et [ le nombre de 0
dans T' et dans T, respectivement. Alors, Sy est constitué de exactement [5 + H—‘ cases contenant 0, et
S1 de exactement LéJ + {%J cases contenant 0. Ainsi, sachant que les tableaux Sy et S sont exactement

entrelacés, on a trois possibilités :

— Soit [ et [ sont tous les deux pairs. Alors [%] + g—‘ = L%J + [%J, et S est déja trié : il commence

par exactement [ + [ fois 0, le reste contient 1.

— Soit [ et [ sont de parités différentes. Alors P] + g—‘ =1+ L%J + {%J et S est aussi déja trié : il
commence par 2 (L%J + [%J) fois 0, puis :

oLllal )]sl s |-

— Soit [ et I sont tous deux impairs. Alors %1 + _g—‘ =2+ LéJ + gJ Le seul défaut de tri se
trouve alors aux positions :
|t
2 2

(sl sl oo o)+ |
(1= [2]) o - Lo+ [ ] - 18] o

Dans ce cas, il faut s’assurer qu'un module de comparaison soit présent entre les positions en
question pour que le tableau soit trié.

m—
DN | =~
R
—
N | =~

S =5

S =95 =95

Finalement, on voit qu’en ajoutant un module de comparaison entre les positions 2i + 1 et 27 + 2
pour tout ¢ € [0, k-1 _ 2]}, on trie tous les tableaux constitués de 0 et de 1 vérifiant la propriété de la
question 4. Selon la généralisation de la propriété de la question 3, on obtient un réseau de tri pour
tout tableau vérifiant la propriété de la question 4.

Le nombre de modules de comparaisons utilisés par ce réseau de tri vérifie la récurrence M (k) =
2M (k — 1) + O(2%). 11 utilise donc O(nlogn) modules de comparaison. Par ailleurs, la profondeur du
réseau de tri utilisé vérifie la récurrence P(k) =1+ P(k — 1). La profondeur est donc en O(logn).

Questions 5 et 6 On commence par traiter le cas oil la taille est une puissance de deux. Pour cela, on
fait un tri fusion en utilisant le réseau de la question 4 pour effectuer chaque fusion. On obtient alors
un réseau avec O(logn) étages, chacun contenant O(nlogn) modules de comparaison et de profondeur
O(logn). Le réseau contient donc O(nlog®n) modules de comparaison et a une profondeur O(log? n).

Ensuite, pour un tableau de taille n quelconque, on considére le réseau de tri fusion correspondant &
la puissance de 2 immédiatement supérieure 2198271 On nettoie alors les 28271 — i dernieres lignes
de ce réseau de tri en les interprétant comme si elles contenaient une valeur “infinie”, plus grande que
toutes celles dans le tableau. Ainsi, aucun module de comparaison connecté a 'une de ces lignes ne fera
un échange, et on peut les supprimer sans risquer de casser la correction de ’algorithme de tri.

Pour conclure, on vient de construire un réseau de tri pour trier un tableau de taille n contenant
O(nlog?n) modules de comparaison et avec une profondeur O(log?n), quel que soit n.
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