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L’épreuve orale d’informatique fondamentale décrite dans ce rapport est commune a toutes les Ecoles
Normales Supérieures.

Cette année, le jury a interrogé :

— 132 candidat(e)s pour la filiere MP. Les notes données s’échelonnent entre 5 et 20, avec une médiane
a 12, une moyenne a 12.52 et un écart-type de 3.34. La figure 1 présente I’histogramme complet
des notes.

— 85 candidat(e)s pour la filiere MPI. Les notes données s’échelonnent entre 5 et 20, avec une médiane
a 13, une moyenne a 13.19 et un écart-type de 3.27. La figure 2 présente 1'histogramme complet
des notes.
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FIGURE 1 — Histogramme des notes de I’épreuve (filiere MP). La colonne positionnée entre x et x + 1
comptabilise les notes comprises entre x exclus et x + 1 inclus.
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FIGURE 2 — Histogramme des notes de I’épreuve (filiere MPI). La colonne positionnée entre x et x + 1
comptabilise les notes comprises entre x exclu et = + 1 inclus.



Apreés avoir regu un sujet, les candidat(e)s disposent de 30 minutes de préparation, suivies de 28
minutes d’interrogation devant un des examinateurs. En effet, deux minutes sont utilisées par I’examina-
teur pour aller chercher la/le candidat(e) en salle de préparation. Nous rappelons également que jusqu’a
quatre candidat(e)s peuvent passer I’épreuve a la suite sur le méme sujet, auquel cas la premiere/le pre-
mier d’entre eux est invité(e) a patienter 30 minutes dans la salle de préparation a l'issue de son oral,
afin de garantir la confidentialité du sujet.

Comme il a été rappelé en préambule des sujets distribués :

Le but de cette épreuve est d’évaluer la progression des candidates et candidats dans les
questions, mais aussi la qualité de leur exposé des solutions, ainsi que 'autonomie dont elles
ou ils font preuve pendant 1’oral.

Le jury a proposé 24 sujets originaux (16 pour le concours MP et 8 pour le concours MPI), dont la
liste est donnée en annexe de ce document. En moyenne 9 & 10 candidat(e)s étaient interrogés sur chaque
sujet (parfois jusqu'a 12 candidat(e)s, et au minimum 4), ce qui permet d’harmoniser les évaluations d’un
sujet donné.

Chaque sujet débute par un énoncé qui présente un probléme d’informatique et introduit ses notations,
puis comporte des questions de difficulté globalement croissante. Les premieres questions sont faciles
d’acces et permettent de démontrer que 'on a compris ’énoncé, ou d’aider & sa compréhension. Les
dernieres questions d’un sujet sont souvent des questions d’ouverture plus difficiles. En général, il n’est
pas attendu que les candidat(e)s traitent I'intégralité des questions.

Les sujets proposés portent sur des themes variés de science informatique : langages, graphes, logique,
etc., en lien avec les programmes respectifs des filieres MP et MPI. Ils nécessitent de s’approprier des
concepts nouveaux, démontrer des résultats théoriques et construire des solutions techniques telles que
des algorithmes. Bien que I’épreuve mette ’accent sur les concepts théoriques de 'informatique, on veille
a garder a l'esprit le sens des objets que l'on étudie, et un certain sens pratique (par exemple dans la
conception d’algorithmes) est apprécié.

Le jury tient a féliciter les candidates et candidats qui ont pour la plupart démontré des acquis tres
solides, et fait preuve d’idées excellentes malgré les contraintes de temps inhérentes a ’épreuve. Méme
celles et ceux ayant obtenu de moins bonnes notes ont montré des qualités certaines. En particulier, la
plupart des candidat(e)s affiche une bonne maitrise des concepts mathématiques essentiels (induction,
disjonction de cas) ainsi qu’une bonne initiative (par exemple le fait de tester un algorithme sur un petit
exemple avant d’en déduire le cas général).

Le jury adresse les conseils suivants aux futur(e)s candidat(e)s.

Concours et autres voies d’acces Le jury invite toutes les personnes intéressées par ’enseignement
et la recherche & se présenter au concours. Une page web ! recense des informations supplémentaires sur
les études en informatique dans les ENS, ainsi que les différentes voies d’acces pour les candidates et
candidats de filieres MPI et MP (concours et dossier).

Début de l’oral. Au début de l'oral, il est possible de décrire le sujet en une ou deux phrases, en
particulier si cela donne le contexte et illustre le recul du candidat. Cependant, il ne s’agit pas de répéter
tout I’énoncé et de perdre du temps : 'examinateur a lui aussi I’énoncé sous les yeux durant 1’oral.

Le jury conseille aux candidat(e)s d’annoncer les questions qui ont été traitées intégralement ou
presque, puis les questions auxquelles elles et ils ont réfléchi sans trouver de solution. Cela permet a
I’examinateur de planifier ’oral afin de rentabiliser le temps de préparation.

Le raisonnement. Lorsqu’une question demande un raisonnement par induction, il est important de
mentionner le cas de base méme si celui-ci est trivial (a fortiori lorsqu’il ne ’est pas), ce qui a été omis
par certain(e)s candidat(e)s. Le jury a par ailleurs constaté que le raisonnement par I’absurde était tres
apprécié des candidat(e)s, alors qu’il s’agissait parfois d’une simple preuve par contraposée.

Le jury a remarqué que certaines personnes étaient déstabilisées par des questions de combinatoire
des mots : par exemple par 1’étude de cas d’'un mot uv = st en fonction de si |u| < |s| ou non.

1. https://diplome.di.ens.fr/informatique-ens/
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Pédagogie, intuition, formalisme. Si la situation le permet, il est souhaitable de décrire (en général
oralement ou/et par un dessin) une preuve dans les grandes lignes avant de se lancer dans la preuve
formelle. Cela permet & I’examinateur de s’assurer que le ou la candidate a compris le principe de la
preuve. De méme, il est souhaitable de décrire un algorithme dans les grandes lignes avant de se lancer
dans I’écriture du pseudo-code.

Si une question attend une réponse oui/non, il est conseillé d’annoncer cette réponse avant de se lancer
dans la preuve. De méme, si une question contient plusieurs résultats a prouver, annoncer lequel sera
prouvé en premier, etc.

Certains sujets demandent d’absorber plusieurs notions nouvelles, parfois au moyen d’un formalisme
assez lourd. On attend alors des candidat(e)s une capacité a s’affranchir du formalisme pour se concentrer
sur la signification des objets. Cependant, si 'examinateur demande des précisions, le ou la candidate
doit étre en mesure de justifier formellement son raisonnement. Lorsque des questions demandent des
représentations graphiques, il est important de traiter celles-ci : elles sont ici pour guider la personne
candidate a établir une intuition, afin de faciliter le traitement des questions suivantes.

Gestion du tableau. Le jury est satisfait de l'organisation du tableau par les candidat(e)s. Il conseille
aux candidat(e)s d’écrire assez grand et de prendre plus de place, notamment si cela peut permettre
d’ajouter des détails plus tard tout en restant clair. Enfin, il rappelle qu'une brosse est a disposition des
candidat(e)s pour effacer le tableau ('effacement & la main rendant rapidement le tableau illisible pour
I’examinateur).

Remarques diverses. Le jury rappelle que I’algorithme de Floyd-Warshall est au programme MPI,
ainsi que le langage C. Il est donc intéressant de savoir comment implémenter en pratique l’algorithme,
notamment pour représenter les poids 400 des matrices d’adjacence, ainsi que de garder en téte que les
entiers machine ont une taille bornée et que des dépassements de capacité peuvent donc se produire.

Il s’est étonné du fait que certaines personnes confondaient lettres grecques et latines, par exemple
w et w (et méme W et Q), ou v et v. Ce n’est pas pénalisant en soi, mais peut préter & confusion pour
I’examinateur.

Une question demandait de calculer les ensembles minimaux pour l'inclusion parmi les ensembles
intersectant chaque ensemble d’une collection donnée. Bien moins de la moitié des candidat(e)s ont pu
décrire un algorithme dans les grandes lignes. La capacité a le faire ne nous a pas semblé liée a ’agilité
mathématique sur les autres questions. La solution était conceptuellement simple mais nécessitait peut-
étre un peu de recul.



A Annexe : sujets proposés pour la filiere MP

Certains sujets sont accompagnés d’ébauches de solution.



Pavages apériodiques du plan

Définitions.
— Couleurs. On appelle couleur un entier positif ou nul.

— Tuile. Une tuile est une suite ordonnée de 4 couleurs. Intuitivement, cette suite décrira les couleurs
des cotés gauche, haut, droit, et bas d’un carré de taille fixe. Pour faciliter les notations, on pourra
écrire une tuile ¢ € IN* sous la forme (fgauche; thauts tdroites tbas)-

— Jeu de tuiles. Un jeu de tuiles est un ensemble fini non vide de tuiles.

— Pavage du plan. Etant donné un jeu de tuiles T, un T-pavage du plan est une application
f : Z? — T. Intuitivement, cette application décrit un choix d’une tuile de T" pour chaque case
d’un damier infini couvrant le plan.

— Pavage valide. Un pavage est dit valide si deux tuiles adjacentes ont la méme couleur le long
du coté ot elles se touchent. Formellement, un T-pavage f : Z? — T est valide si et seulement si
pour tout ¢,j € Z, f(iaj)haut = f(%] + 1)b357 et f(iv.j)droite = f(’L + ly.j)gauche-

— Jeu de tuiles pavable. Un jeu de tuiles T est dit pavable s’il existe un T-pavage valide.

Ezemple. Avec le jeu de tuiles {(0,0,1,0),(1,0,0,0)}, on peut créer un pavage valide comme suit.

0. 1[.0.][-0,][,0
0,1][100(/0g1][100
o 1] |1 0 STRbxa T
0,1][100(/0g1][100
Tuiles (0,0,1,0) et (1,0,0,0) Pavage valide

Question 1. Donner un exemple de jeu de tuiles qui n’est pas pavable, avec 3 tuiles ou plus, et 2 couleurs.

Question 2. On dit qu’un jeu de tuiles T est clos par rotation si (a,b,¢,d) € T = (b,c,d,a) € T. Montrer que
tout jeu de tuiles clos par rotation est pavable.

Indication. On pourra commencer par montrer que le jeu qui contient la tuile (1,2, 3,4) et ses rotations est pavable,
puis déduire le cas général.

Pavage périodique. Un pavage f : Z2> — T admet la période (a,b) € (Z?)\ {0,0} si et seulement si
fli+a,j+b)= f(i,j) pour tout ¢,j € Z. Un pavage est périodique s’il admet une période.

Pavage doublement périodique. Un pavage est doublement périodique s’il admet une période de la
forme (a,0), et une période de la forme (0, b).

Question 3. Donner un exemple de jeu de tuiles qui admet des pavages valides périodiques et non périodiques.

Question 4. Montrer que si un jeu de tuiles admet un pavage valide de période (0, b), alors il admet un pavage
valide doublement périodique.

Question 5. Montrer qu’un un jeu de tuiles admet un pavage valide périodique si et seulement si il admet un
pavage valide doublement périodique.

Dans la suite, on cherche & construire un jeu de tuiles dont les seuls pavages valides sont apériodiques. Pour cela,
il est commode d’étendre I'ensemble des couleurs & INU (IN x Q) On s’intéresse a des tuiles de la forme :



9,9 d,q

b

ot g,h,d,b € N et ¢ € Q. On dit qu'une telle tuile est multiplicative si h = q(b+ d — g), et son facteur est q.

Représentation. Soit T un jeu de tuiles multiplicatives, et f un T-pavage. On dit que la i-iéme ligne
de f représente le nombre réel x si les sommes partielles ﬁ Z?__ i f (@, J)bas convergent vers .

Question 6. Soit 7" est un jeu de tuiles multiplicatives, et f un T-pavage doublement périodique valide. Soit ¢;
le facteur de la tuile f(i,0). Montrer que si la i-iéme ligne représente x, alors la (i + 1)-iéme ligne représente gx.
Qu’en est-il si le pavage n’est pas périodique ?

Jeu complet. Soit a,b € IN*. Un jeu de tuiles 7" multiplicatif de facteur ¢ est complet sur [a,b] si :
pour toute suite (u;);ez & valeurs dans [a,b] NN, il existe un T-pavage f (pas nécessairement valide)

tel que pour tout ] : f(oaj)bas = Uy, et f(07j)droite = f(O;] + 1)gauche-

Question 7. Construire un jeu de tuiles 75 multiplicatif complet de facteur 2 sur [1, 3].

Question 8. Montrer qu'il existe un jeu de tuiles T; /3 multiplicatif complet de facteur 1/3 sur [3, 6].

Soit Thp = T2 U TY/3. Pour simplifier, on admet que T3 et Tj/3 ont été créés avec la propriété de compatibilité
suivante : pour tout « € [1,3] \ {273Y : x,y € Z}, il existe une Thp-pavage valide dont la ligne 0 représente . On
suppose aussi que les couleurs en haut des tuiles de T3 et T3 sont strictement positives.

Question 9. Montrer que T3, admet des pavages apériodiques valides. Que peut-on dire sur le nombre de tels
pavages 7

Question 10. Montrer que T}, n’admet pas de pavage périodique valide.



Treillis distributifs

Un ensemble F muni de deux lois de composition interne V et A est un treillis distributif si les conditions
suivantes sont satisfaites.

1. Associativité. Va,b,c € E, (aVb)Ve=aV (bVe), et (aAb)Ac=aA(bAc).

2. Commutativité. Va,be E, aVb=bVa,et aAb=DbAa.

3. Distributivité. VYa,b,c € E, (a Ab)Ve=(aVe)AN(bVe), et (aVb)Ac=(aNc)V (bAc).

4. Absorption. VYa,b € E, aV (a Ab) =a, et a A (aVb) = a.
Un treillis distributif (E, Vv, A) est dit fini si E est fini.

Ezxemples de treillis distributifs :
— (P(S),U,N), ou S est un ensemble quelconque, et P(S) Pensemble de ses sous-ensembles.
— (%4, maxg4, ming), pour d € IN* et maxy : Z4 x Z4 — Z% défini par maxy((z;)L,, (i) ,) — (max(z;, )L,
similairement pour miny.

On admet que ces exemples sont valides, on ne demande pas de les vérifier.

Question 1. Donner un exemple de treillis distributif & trois éléments.

Question 2. Etant donné un treillis distributif (E,V,N), on définit la relation < sur E par : a < b si et seulement
si a Ab = a. Montrer que < est une relation d’ordre partiel. Montrer que, de plus, toute paire (a,b) d’éléments
de (E, <) admet une borne supérieure (c’est-a-dire : 'ensemble des majorants de {a,b} est non-vide et admet un
minimum) et une borne inférieure (c’est-a-dire : 'ensemble des minorants est non-vide et admet un maximum).

Question 3. On dit qu'un ordre partiel sur E obtenu comme dans la question précédente est issu du treillis
distributif (F,V, A). Donner un exemple d’ordre partiel qui ne peut pas étre issu d’un treillis distributif.

Morphisme. Soit A, B deux treillis distributifs. Une application ¢ : A — B est un morphisme de
treillis si pour tout a,a’ € A, p(aAad’) = p(a) A p(d), et p(aVad)=¢(a)Vpe(d).
Plongement. On dit que A se plonge dans B s’il existe un morphisme injectif de A dans B.
Dimension. La dimension dim(E) d’un treillis distributif E est le plus petit entier d € IN, s’il existe,
tel que F se plonge dans (Zd, maxg, ming). Si un tel d n’existe pas, on dit que la dimension est infinie.

Question 4. Soit S un ensemble fini. Montrer que la dimension de (P(S),U,N) est finie.

Dans la suite, on pose (E,V,A) un treillis distributif fini. On dit qu’un élément a est irréductible si a = a1 V as
implique a = a1 ou a = as.
Question 5. Soit b € F, et soit {aj,...,a;} 'ensemble des éléments irréductibles inférieurs ou égaux a b pour

I’ordre de la question 2. Montrer a; V ---V a; = b.
Indication : on peut regarder d’abord le cas (E,V,A) = (P(S),U,N), et s’en inspirer pour le cas général.

Question 6. Construire un plongement de E dans (P(E),U,N). En déduire que la dimension d’un treillis distri-
butif fini est finie.

Couvrir. Soit a et b deux éléments d’'un treillis distributif (F,V,A), et < la relation d’ordre strict
correspondant a l'ordre partiel de la question 2 (c’est-a-dire : a < b< (a ANb=a et a #b). On dit que
b couvre a, noté a < b, si a < bet =(Ie,a < c < D).

Couverture. La couverture de b est : couv(b) = |{a : a < b}|.




Question 7. Soit aq, a9, b distincts tels que a1 < b et ag < b. Montrer a; V as = b.

Question 8. Soit £ C Z® un sous-ensemble fini de Z%. On se place dans le treillis distributif (E, maxg, ming).
Soit b € E. Montrer couv(b) < d.

Question 9. Soit E un treillis distributif fini. Montrer dim £ > max,c g couv(a).

Soit (S, <) un ordre partiel fini.

Chaine. Une chaine est un ensemble d’éléments de S deux & deux comparables pour <.
Antichaine. Une antichaine est un ensemble d’éléments de S deux a deux incomparables pour <.
Idéal. Un idéal est un ensemble I C S tel que b € I = Va < b,a € I.

Théoréme (Dilworth). Si k est la cardinalité de la plus grande antichaine de S, alors il existe une
partition de S en k chaines.

Question 10. Soit 1d(.S) 'ensemble des idéaux de S. Montrer que (Id(S),U,N) est un treillis distributif.
Question 11. En admettant le théoréme de Dilworth, montrer :
dim Id(S) = max;¢q(g) couv(l).

Indication : montrer que maxyejq(s)couv(l) est égal & la taille de la plus grande antichaine dans S.



Ordonnancement

On cherche & ordonnancer n taches indépendantes T7,...,7T,, € T sur un seul processeur, qui ne peut
exécuter qu’'une seule tache & la fois. Chaque tache T; est décrite par deux entiers d; et w; représentant
respectivement la date limite avant laquelle une tache doit s’exécuter, et la pénalité a payer si la tache
est exécutée en retard. Le temps est représenté par des entiers naturels. Chaque tache s’exécute en une
unité de temps. Un ordonnancement est une fonction o : 7 — IN associant & chaque tache sa date
d’activation. La premiére tache peut étre activée a la date 0. On dit qu’une tache est ordonnancée a
I’heure si elle finit son exécution avant ou a sa date limite, et qu’elle est en retard sinon.

Le but est de trouver un ordonnancement qui minimise la somme des pénalités de retard. Les ordon-
nancements qui minimisent la somme des pénalités de retard sont dits optimaux.

Question 1. Quelle condition 'ordonnancement ¢ doit-il satisfaire pour étre bien formé?

Solution : Il n’y a qu’un seul processeur, deux taches ne peuvent pas s’exécuter en méme temps :
Vi, ji#j = o(Ly) # o(Tj)

Dit autrement, o doit étre injective.

Un ordonnancement est dit canonique si :
— Les taches & ’heure sont exécutées avant les taches en retard.

— Les taches a I’heure sont ordonnées par date limite croissantes.

Question 2. Montrer qu’il existe un ordonnancement optimal qui est canonique.

Solution : Soit ¢ un ordonnancement optimal.

— Supposons qu'une tache a I'heure T; ait lieu aprés une tache en retard 7). L’échange des deux téaches ne
change rien (ou cela contredit 'optimalité).

— Supposons que l'on ait deux taches a 'heure o(T;) < o(7}) et d; > dj. On peut échanger ces deux téaches :
T} reste a I’heure car elle est exécutée avant, et T; car T; était & 'heure et d; < d;.

Question 3. On suppose que les taches sont ordonnées par pénalité décroissante. Ecrire un algorithme glouton
qui résout le probléme. Quelle est sa complexité 7 On ne cherchera pas a prouver l'optimalité de cet algorithme
dans cette question.

Solution :

1. Trier les taches par pénalité décroissante.
2. Itérer sur les taches :

(a) Considérer un nouvel ordonnancement ou la tache courante est insérée dans I'ordonnancement en pré-
servant l’ordre sur les dates limites.

(b) Si ce nouvel ordonnancement a des taches en retard, on continue avec I’ancien ordonnancement.

3. Ajouter toutes les téches en retard dans un ordre arbitraire (il faudra de toute fagon payer les pénalités).
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Complexité O(n?) (car il faut tester & chaque fois si toutes les taches sont & I’heure.)

Question 4. Illustrer 'algorithme sur ’exemple suivant :

wy =T, we =6,w3 =5, wy =4, ws =3, wg =2, w7 =1
di=4,do =2,d3 =4,dy =3,ds =1,dg =4,d7 =6

Solution : Itérations :
— 1
— 2,1
— 21,3
—2,4,1,3
— On ne peut pas ajouter T car dans I'ordre canonique 5, 2, 4, 1, 3, T3 est en retard
— On ne peut pas ajouter Tg, le résultat final est donc 2, 4, 1, 3, 7, avec un cotit de 5.

Au final, 'ordonnancement des taches & I'heure donne 2, 4, 1, 3, 7. Il faut ensuite ajouter les taches 5 et 6 dans
n’importe quel ordre, cela ne change rien car elles seront en retard et qu’il faudra payer la pénalité.

Soit S un ensemble & n éléments, Z € P(S). (S,Z) est un matroide s’il satisfait les propriétés suivantes :
1. Hérédite : X €eZ — (VY C X,Y €I)
2. Echange : (A€Z,B€ZI,|A| < |B|) = 3r€ B\ Atelque AU{z} € T.

Les X € 7 sont appelés des indépendants.
On dit qu'un indépendant F' € 7 est maximal s’il n’existe pas de z € S\ F tel que F U {z} € Z.

Un matroide pondéré est un matroide enrichi d’une fonction de poids w : S — IN. Le poids d’un sous-
ensemble X C S est la somme des poids des éléments : w(X) =" v w(x).

On considére I'algorithme suivant, cherchant a trouver un indépendant de poids maximal :
1: fonction INDEPENDANTMAX(M = (S,Z), w: S — IN)

2: S < tri_ décroissant(S, w) > Ainsi : w(S[0]) > ... > w(S[n — 1))
3: A

4: pour i =0 to n — 1 faire

5: si AU{S[i]} € T alors

6: A<+ AU{S[i]}

7 fin si

8: fin pour

9: renvoyer A

10: fin fonction

Question 5. Soit = le premier élément de S (trié par ordre décroissant de poids) tel que {z} est indépendant.
Montrer que si z existe, alors il existe une solution optimale A qui contient x.
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Solution : Soit B une solution optimale. Si x € B, c¢’est bon. On observe que w(z) > w(y)Vy € B, par tri de S
et le fait que {y} est indépendant (hérédité de B). On pose A = {z} et on ajoute (par la propriété d’échange) des
éléments de B vers A jusqu’a ce que |A| = |B|. On a alors A = (B \ {y}) U {z}. Ainsi w(A) > w(B). Comme B
est une solution optimale, w(A) = w(B).

Question 6. Montrer que I'algorithme retourne une réponse optimale, puis donner la complexité de cet algorithme.

Solution : On prouve la propriété par récurrence sur la taille de S. - Initialisation triviale. - Hérédité : supposons
la propriété vraie au rang n. Soit M = (S,I) un matroide pondéré avec S de taille n + 1. Soit z le premier
élément choisi par 'algorithme, on sait qu’il existe une solution optimale qui contient . On applique 'hypothése
de récurrence sur M’ = (S'\ {z},{X C S\ {z}|X U{z} € I}) (qui est aussi un matroide) pour obtenir A’. On
note A = A’U{x} est un indépendant. A’ était une solution de poids maximal sur M’; donc A est une solution de
poids maximal sur M.

Complexité : O(nlogn+nf(n)) o f(n) est le temps pour tester si un ensemble d’au plus n éléments est indépen-
dant.

Question 7. Prouver l'optimalité de I'algorithme d’ordonnancement de la question 3.

Solution : S est I’ensemble des taches, les indépendants sont les ensembles de taches qui peuvent étre exécutées
a 'heure.
— Hérédité : immédiat.
— Echange : soient (A, B) € Z? avec |A| < |B|. On cherche T; € B telle que A U {T}} soit encore exécutable a
I’heure.
On note N;(A) le nombre de taches de A avec une date limite <= a t.

On montre le résultat intermédiaire suivant : A est indépendant ssi V0 < ¢t < n, Ny(A4) <t

— (1) -> (2) par contraposée on aura trop de taches.

— (2) -> (1) la iéme plus grande date limite est au plus i, donc il n’y a pas de soucis d’ordonnancement
On pose k = maxiN¢(A) > N¢(B) (ce maximum existe car No(A) = No(B) = 0). En particulier Ni41(B) >
Ni+1(A) : il y a donc plus de taches avec date limite k£ + 1 dans B que dans A. On choisit donc T; € B\ A
avec d; = k + 1.

A" := AU{T;} est un indépendant, on le montre en prouvant que V¢, N¢y(A’) < t puis en utilisant le lemme
ci-dessous. Pour 0 <i <t/, Ny(A") = Ny(A) <t car A indep. Pour t <i < n, N;(A") < Ny(B) < t.
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Jeu des connaissances

On considére un graphe non orienté G = (V, E) ot V est un ensemble de sommets et E un ensemble
d’arétes (E C V?). On note N = |V|.

On place N agents sur les sommets. Ce placement peut étre modélisé par une bijection p de V' vers
{1,..., N} qui, & chaque sommet, associe 'agent qui 'occupe.

Si deux agents sont sur des sommets voisins, on dit qu’ils ont fait connaissance. Une étape du jeu des
connaissances consiste & échanger un nombre quelconque de paires disjointes d’agents voisins ; donc, &
composer p par une série de transpositions de supports disjoints.

L’objectif est que toutes les paires d’agents {i,j},1 < i,7 < N aient fait connaissance suite & un nombre
minimal d’étapes.

Question 1. Montrer que pour toute stratégie en t étapes, il existe une stratégie en 2t étapes qui raméne les
agents & leur position initiale.

@ @ v

FIGURE 1 — Graphe-ligne & N sommets.

Question 2. Soit un graphe-ligne comme sur la figure ci-dessus, ol les sommets sont numérotés de 1 a N dans
l'ordre de la ligne, et identifiés avec ces numéros. Un placement est donc une bijection de {1,..., N} ; le placement
initial est I'identité. Soit p un placement obtenu aprés ¢ étapes du jeu. Montrer que pour tous agents i, j tels que
i >4, si p71(i) < p~1(j), alors les agents i et j ont fait connaissance.

Question 3. Soit un graphe ligne & 2N sommets. Montrer qu’en répétant N fois les deux étapes suivantes : 1)
pour tout 0 < i < N, échanger les agents positionnés sur les sommets Xo;11, Xo;42; 2) pour tout 1 < i < N,
échanger les agents positionnés sur les sommets Xo;, Xo;11; tous les agents font connaissance.

FiGURE 2 — Illustration d’un contour
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Soit un arbre 7 a N sommets enraciné en X. On suppose qu’il existe un ordre total sur ’ensemble de
ses sommets V. Le contour C(T) (voir figure ci-dessus) est une séquence de sommets (X7 ... Xy) € V¥
définie ainsi :
— Si T est une feuille X, C(T) = (X)
— Si T posséde des sous-arbres Ti,...,7;, ordonnés selon leurs racines : C(7) = (X - C(T1) - X -
C(T2)--- X -C(Ti) - X)

ou - est une concaténation des séquences.

Question 4. Donner I'expression du contour de la figure 2, ot les sommets sont identifiés avec leurs numéros (que
I'on prend dans l'ordre croissant) et la racine est le sommet 0.

Question 5. Montrer les propriétés suivantes du contour C(7) :
1. Chaque feuille X apparait exactement une fois
2. Chaque sommet non-feuille avec ¢ enfants apparait exactement ¢ + 1 fois
3. Pour chaque sommet non-feuille X, de hauteur A :

— & la premiére occurrence de X dans le contour, le sommet précédent (s’il y en a un) est de hauteur h— 1
et le sommet suivant (s'il y en a un) est de hauteur h + 1;

— a la derniére occurrence de X, c’est 'inverse;

— pour toutes les autres occurrences de X, les deux sommets voisins sont de hauteur h + 1.

Question 6. En déduire qu’on peut réécrire C(T) sous la forme :
M Y1 D1 Z1M3YoDoZo MsYs ... Yi Dy

ou : 1) chaque Y; est une feuille; 2) chaque Z; est un sommet non-feuille; 3) les M;, D; sont des sous-séquences de
sommets non-feuilles (potentiellement vides); 4) tout sommet non-feuille n’apparait au plus qu’une fois dans les
sous-séquences M;, et au plus une fois dans les sous-séquences D;.

Question 7. On va maintenant placer les agents sur ce contour, c’est-a-dire que pour chaque sommet X, on
sélectionne une des occurrences de X dans C(7) et on « marque » cette occurrence avec 1’agent correspondant.

Déduire de la question précédente une stratégie de placement pour laquelle la distance entre deux agents successifs,
dans la séquence du contour, est d’au plus trois sommets.

Question 8. On admet qu'un graphe de degré d peut étre colorié avec d + 1 couleurs, de sorte que deux sommets
voisins ont une couleur différente.

Montrer qu’il existe une stratégie & O(Nd) étapes pour le jeu des connaissances sur un arbre & N sommets de
degré d.

Indice : on déterminera d’abord une stratégie en O(N?) transpositions d’agents. On déterminera ensuite une
stratégie en O(INd) étapes du jeu.
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Bistmulation dans CCS

Le langage CCS (Calculus of Communicating Systems) est un langage de description de processus
concurrents. On s’intéresse d’abord a une version simplifiée du langage, dont la syntaxe, construite a

partir d’'un ensemble infini d’actions a, b, ¢, ... est donnée par :
PQ = 0| PIQ |a.P|P+Q
a n= ala

0 est le processus inactif ; P || @ est la composition paralléle des processus P et @ ; a.P (respectivement
a.P) est le processus qui effectue I'action a (respectivement, le dual de l'action a) puis se comporte
comme P; P+ @ est le choix non-déterministe entre P et Q.
Une relation de congruence structurelle = permet d’identifier des processus qui s’écrivent différemment
mais représentent le méme objet :

— PQ=QI[PetP|[(QIR)=({P[ Q)| RetO] P=P,

— P+Q=Q+Pet P+(Q+R)=(P+Q)+Ret0+P=P.

— si P= P’ alors a.P = . P/,

—siP=PetQ=Q,alorsP||Q=P || Q et P+Q=P +Q.

= est réflexive, symétrique et transitive.

Dans la suite, on considéra les processus « modulo = », c’est-a-dire qu’on manipulera des classes d’équi-
valence de processus pour =.

Une étiquette | est soit une action (ou une action duale) « soit une synchronisation 7. La sémantique de
CCS (la maniére dont les processus évoluent) est donnée par la relation de transition etiquetée suivante :

— a.P —* P (Paction « est jouée)

— a.P || a.Q —" P || @ (laction a et I'action duale @ se synchronisent)
— siP—lPalosP||Q—'P|Q

— si P —! P alors P+ Q —! P

— siP—!P . P=Qet P =Q, alors Q —' Q.

On omettra les occurences de 0 en fin de processus, par exemple on écrira a.b plutdt que a.b.0. On considérera que
le préfixe . est prioritaire sur la somme +, qui est prioritaire sur la composition paralléle || : ainsi a.b + ¢ || d est

((a.b) +¢) || d.

Un graphe de transition de P est une représentation des processus accessibles depuis P par transitions
successives, sous forme de graphe ou :

— les sommets sont des classes d’équivalence pour = de processus différentes et
— les arétes des transitions étiquetées entre les processus.

A titre d’exemple, le graphe de transition du processus a.b || @ est donnée dans la Figure 1. On constate,
entre autres, que a.b || @ peut effectuer trois transitions :

— a.b||a—*b|| @ (on a joué l'action a)
— ab||a—%a.b || 0=ab (on a joué I'action duale @)

— a.b||@a—"b] 0=b (on asynchronisé a et @).

Question 1. Donner les graphes de transition des cing processus suivants :

(1) 0 (2.) ab+ac (3.) a(b+c) (4) aa+aa (5.) alla
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FIGURE 1 — Graphe de transition de a.b || @.

Question 2. Montrer qu'un graphe de transition d’un processus est fini.

On ajoute la récursion a la syntaxe du langage :
P,Q:=[--]| X | pX.P avec X appartenant a un ensemble infini de variables de récursion
Et la régle de congruence structurelle suivante :

1X.P = PluX.P/X]

ou P[Q/X] est le processus obtenu en remplacant dans P chaque occurence de X par le processus Q.
En outre, si P = P’, alors uX.P = uX.P'.

Par exemple, on a pX.a.X =a.uX.a. X =a.a.pX.a X =...

Question 3. Donner le graphe de transition des processus suivants :

(1) pX.(a.X+0b) (2.) apXbaX (3.) pYababdlY

Question 4. Montrer qu’un graphe de transition peut étre infini.

Un ensemble E et une relation d’ordre < sur E forment un treillis complet (E, <) quand toute partie
S C E admet une borne inférieure et une borne supérieure pour <.

Soit f croissante sur un treillis complet (E, <).

Question 5. Montrer que si z est un point pré-fixe de f, ¢’est-a-dire si x < f(x), alors f(x) en est un aussi.
Question 6. Montrer que la borne supérieure des points pré-fixes de f est le plus grand point fixe de f.

Question 7. Montrer le Lemme de Knaster-Tarski :

Toute fonction f croissante sur un treillis complet admet un plus petit et un plus grand point fize.

Soit P I’ensemble des processus de CCS et £ ’ensemble des étiquettes.
Une relation R C P x P est une bisimulation si pour tout couple (P, Q) € R :

— pour tout (I, P') € L x P, si P —! P’ alors il existe Q' € P tel que Q —!' Q' et (P, Q') € R.
— pour tout (1,Q") € L x P, si Q —! @Q', alors il existe P’ € P tel que P —! P' et (P',Q’) € R.

La bisimilarité (notée ~) est la plus grande bisimulation (pour l'inclusion).

16



La définition de la bisimilarité n’est pas inductive : elle est récursive, mais ne contient pas de cas de base (on dit
qu’elle est coinductive).

Question 8. Montrer que la bisimilarité peut étre formellement définie, de maniére unique, par le théoréeme de
Knaster-Tarski.

Question 9. Montrer que les processus 2. et 3. de la question 3. sont bisimilaires, c’est-a-dire qu’ils appartiennent
(en tant que couple de processus) a la bisimilarité.

Question 10. Montrer que les processus 2. et 3. de la question 1. ne sont pas bisimilaires.
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Graphes, rayons et applications

Pour X un ensemble, on note |X| son cadinal.

Dans la suite on considére des graphes non orientés G = (V, E)) o V est un ensemble de sommets et
E un ensemble d’arétes, c’est-a-dire, un ensemble E C {{z,y} | (z,y) € V? et z # y}. Dans la suite, la
taille de G est le nombre de sommets (|V]). On dit qu’il est infini si V' est infini et dénombrable si V/
est infini et dénombrable.

Pour 0 < n, un chemin est une suite finie sg,...,s, de sommets telle que pour tout entier 0 < i < n
on a {s;,si+1} € E. Ainsi, une suite de un sommet est un chemin mais pas la suite vide. Le chemin est
dit simple si tout sommet y apparait au plus une fois.

Un rayon de G est une suite infinie de sommets s, ..., Sy, ... telle que pour tout entier 0 < ¢, la suite
S0, -, 8; est un chemin simple.

Un graphe est dit connecté si pour tout sommet s,t € V', il existe un chemin de s a t.

Question 1. Montrez que si un graphe G admet un rayon, alors il est infini.

Question 2. Un graphe G = (V, E) est dit localement fini si pour tout s € V, 'ensemble Ny := {z | {s,z} € E}
est fini. Il est localement borné s’il existe une constante M, telle que pour tout s, |[Ng| < M. Donnez :

— Un exemple d’'un graphe infini, connecté et localement borné.

— Un exemple de graphe infini, connecté, localement fini mais pas localement borné.

Dans la suite, on dit qu'un graphe admet la propriété (K) s’il est connecté, infini, et localement fini. Nous allons
montrer le résultat suivant :

Tout graphe dénombrable qui vérifie (K) admet un rayon.
Question 3. Est-ce que chacune des trois propriétés de (K) sont nécessaires pour que ce théoréme soit vrai?

Question 4. Montrez qu’il existe un graphe G infini et localement fini tel que pour tout k, G posséde un chemin
simple de taille k£ mais tel que G n’admette pas de rayon.

Question 5. Etant donné un graphe G = (V, E) et un sommet v de G. Le graphe G, = (V', E) avec V' = V \ {v}
et B/ = ENn{{x,y} | x € V'}. Montrez que si G satisfait (K) et v est un sommet de G, alors G, est une union
disjointe finie de graphes connexes dont au moins I'un d’entre eux satisfait (K).

Question 6. Montrez que si G satisfait (K) alors il admet un rayon.

Application a la coloration de graphes Soit G = (N, E) un graphe. Une k-coloration de G est une fonction
f:N—={0,...,k—1} tel que pour tout {z,y} € F on a f(z) # f(y). On dit que G est k-coloriable s’il existe une
k-coloration de G.

Question 7. Montrez qu’'un graphe dénombrable G est k-coloriable si et seulement si tout ses sous-graphes finis
sont k-coloriables.

Application aux mots infinis Soit 3 un alphabet. On note ¥* ’ensemble des mots finis sur X et 3 I’ensemble
des mots infinis. Dans la suite, on pose L C ¥* un langage arbitraire et © € 3° un mot infini. Un découpage de u
est une suite infinie de mots finis vg, ..., vy, ... telle que u = vovy -+ vy - - -

Question 8. Montrez qu’il existe un découpage de wu tel qu’a partir d’un certain rang, soit tous les mots appar-
tiennent & L, soit aucun mot n’appartient & L.
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Langages réguliers sans-étoiles et monoide apériodique

Dans la suite, les alphabets sont considérés comme des ensembles finis de taille au moins deux.. Pour
un alphabet 3, on note ¥* I’ensemble des mots finis et € le mot vide. Pour L C ¥*, on note L€ le
complément de L, c’est a dire, ’ensemble des mots de ¥* qui ne sont pas dans L. On définit une
expression sans-étoiles par induction :

— Chagque lettre a est une expression de base.
— Pour E et F' deux expressions sans-étoiles alors
— FE° ENF et EUF sont sans-étoiles.
— FEF est sans-étoiles
Pour E une expression sans-étoile, on lui associe un langage £(E) par induction de la maniére suivante :
— L(a) ={a}
— L(EC)=L(E), LIENF)=L(E)NL(F) et LEUF)=L(E)UL(F)
— L(EF)=L(E)L(F)={uw |ue€ EetveF}

On remarque que pour un langage L donné, il existe possiblement deux expressions différente £ et F
tel que L(E) = L = L(F). On pourra néanmoins, quand cela est opportun, confondre un langage et
son expression par abus de notation.

Question 1. Montrez que les langages suivants admettent des expressions sans-étoiles :
— {} (Vensemble vide) et ¥*
— B* pour B C %,

— {e} (I'ensemble qui contient le mot vide)

Question 2. Pour cette question, on fixe ¥ = {a,b,c}. Donnez sans justifier 'automate déterministe minimal
pour le langage YX*aaX* en admettant qu’il a 3 états.

Question 3. Montrez que le langage K := (ab)* est sans-étoiles.

Dans la suite, pour u € X* et L C 3* on note u™ 'L = {v |uv € L} et Lu=! = {v | vu € L}.

Pour E une expression, on définit h(E) la hauteur de concaténation d’une expression sans-étoiles par
induction.

Les expressions de base ont pour hauteur de concaténation 0.

Pour E et F, h(ENF) = h(EUF) = max(h(F),h(F)) et h(E®) = h(E). Enfin, h(E.F) =
max(h(E),h(F)) + 1. Autrement dit, pour une expression sans-étoiles, sa profondeur de concaténa-
tion est le nombre maximal de concaténations emboitées.

Par exemple, ({a}{a}){b} est de profondeur 2.

Question 4. Montrez que si L est définissable par une expression sans-étoiles, alors pour tout u € ¥*, les langages
u™ 'L et Lu~" sont également définissables par des expressions sans-étoiles de méme profondeur de concaténation.

Dans la suite, on dit que n: '™ — 3* est un morphisme (de monoides) si pour tout u, v € I'*, on a n(uv) = n(u)n(v).

Question 5. Montrez que si L C ¥* est définissable par une expression sans-étoiles et qu’on prend un morphisme
n: ' — ¥* alors n_l(L) est définissable par une expression sans-étoiles.
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L’objectif est maintenant de montrer que pour tout r > 1, le langage (a”)* n’est pas exprimable par une expression
sans-étoiles. Pour ce faire, nous allons montrer par induction sur les expressions sans-étoiles le résultat suivant :

Soit L un langage défini par une expression sans-étoiles. Il existe N € N tel que pour tout n > N, pour tout
i<r,ona (a")"” € Lssi(a")"a" € L.

Question 6. Expliquez pourquoi les cas de base vérifient cette hypothése d’induction.

Question 7. En supposant que deux langages réguliers L et K qui vérifient cette hypothése d’induction, montrer
que leur union, complément et intersection la vérifient également.

Question 8. En supposant que deux langages réguliers L et K vérifient cette hypothése d’induction, montrer que
leur concaténation la vérifie également.

Dans la suite, on dit qu’un langage vérifie la propriété (S) s’il existe N tel que pour tous mots u, x, y, et tout entier
n > N, on a zu™y € L si et seulement zu" 'y € L.

Question 9. En déduire qu'un langage régulier L exprimable par une expression sans-étoiles vérifie (S).

Nous avons ainsi prouvé le sens direct du théoréme de Schiitzenberger qui dit qu’'un langage est sans-étoiles si et
seulement s’il satisfait (S).

Question 10. En admettant le sens retour du théoréme de Schiitzenberger, proposez un algorithme pour vérifier
cette propriété sur un langage régulier donné par un automate déterministe. Faites en I'analyse de complexité.
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Jeu des jetons

Un graphe orienté G est défini par un ensemble fini de sommets V et d’arétes £ C V x V. Pour un
sommet © € V', ses prédécesseurs forment 1’ensemble des sommets y € V tels que (y,z) € E et ses
successeurs forment ’ensemble des sommets z € V tels que (x,z) € E. On suppose de plus que le
graphe ne contient pas de cycle, y compris des arétes d'un sommet vers lui-méme.

On s’intéresse au probléme suivant : on fixe un sommet v du graphe, appelé sommet distingué. On
dispose d’un ensemble de jetons qui peuvent étre placés sur les sommets du graphe, de sorte que
chaque sommet ne comporte que zéro ou un jeton. S’il a un jeton, le sommet est dit marqué. On peut
placer les jetons selon les régles suivantes :

1. Si z n’a aucun prédécesseur, on peut placer un jeton sur x
2. Si tous les prédécesseurs de x sont marqués, on peut placer un jeton sur x
3. On peut toujours retirer un jeton

Une étape du jeu consiste a placer ou retirer un unique jeton en suivant ces régles. A la fin du jeu, on
veut qu’il ne reste qu'un seul jeton placé sur le sommet distingué.

Question 1. Soit le graphe représenté ci-contre, ou “7”
est le sommet distingué. Montrer qu’il existe une stratégie
utilisant 4 jetons.

Solution : Comme pour le moment on peut enlever un jeton n’importe quand, il suffit de s’assurer qu’on arrive
a marquer 7. Les étapes du marquage sont les suivantes.

| Placer jeton 2 1 3 45 6 7

| |
‘ Enlever jeton ‘ 1 2 4 ‘
‘ Nombre de jetons ‘ 1 2 3 2 3 4 3 2 3 4 ‘

Question 2. Démontrer qu'un graphe orienté acyclique comporte au moins un sommet sans prédécesseur.

Solution : On peut procéder par I’absurde. Si tous les sommets ont au moins un prédécesseur, on peut former un
cycle de la maniére suivante : on sélectionne un sommet, puis un prédécesseur de ce sommet, et ainsi de suite. On
finit forcément par trouver un sommet déja rencontré : cela créée un cycle.

Question 3. En déduire que pour tout graphe orienté acyclique & n sommets, il existe toujours une stratégie pour
résoudre le jeu avec n jetons.

Solution : Procéder par induction sur le nombre de sommets du graphe. Un graphe ne contenant aucun cycle
contient toujours au moins un sommet qui n’a pas de prédécesseur. Placer un premier jeton sur ce sommet nous
rameéne au probléme des jetons sur le graphe duquel on a enlevé ce sommet. Ce graphe est lui-méme acyclique et
de taille inférieure.
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Question 4. Soit un arbre binaire (chaque sommet non-feuille a deux enfants) a ¢ feuilles, dans lequel les prédé-
cesseurs d'un sommet sont ses enfants, et le sommet distingué est la racine r. Montrer qu’il existe une stratégie
utilisant [log, ] 4 2 jetons, ot [z] est la partie entiére supérieure de x.

Solution : On montre par récurrence que : tout arbre ayant moins de ¢ feuilles a une stratégie avec [log, ¢] + 2
jetons.

Si l'arbre contient une seule feuille, il suffit d’un jeton (a fortiori 2). S’il en a 2, il faut 3 jetons. Si on prend
maintenant un arbre & £ feuilles, la racine comporte deux sous-arbres, tous deux ayant £ — 1 feuilles ou moins. L’un
d’entre eux a plus de ¢/2 feuilles (disons ¢'). On commence par celui-ci. On le marque en utilisant [logy ¢'] + 1 <
[log, ] + 1 jetons (par hypothése de récurrence). On laisse le jeton sur la racine de ce sous-arbre.

Ensuite, on s’occupe de 'autre sous-arbre, qui a moins de ¢/2 feuilles. On peut donc marquer sa racine en utilisant
[log,(¢/2)] + 1 < [logy £] jetons. Enfin, on marque la racine de l'arbre (& cette étape il n’y a plus que 3 jetons sur
I'arbre). Le nombre de jetons utilisés est donc bien [logsy £] + 1.

On remplace maintenant la régle 3. par les deux régles suivantes :
3. On peut toujours retirer un jeton d’'un sommet sans prédécesseurs
4. On ne peut retirer un jeton d’un sommet que si ses prédécesseurs sont tous marqués

A partir de maintenant, on considére uniquement le graphe-ligne L, := x1 — 9 — ... — Ty, Ol Ty
sera toujours le sommet distingué.

Question 5. Montrer qu’avec ces nouvelles régles :
1. Il existe toujours une stratégie pour résoudre le jeu en utilisant n jetons et O(n) étapes.

2. S’il existe une stratégie pour marquer x, en k jetons et t étapes, alors il existe aussi une stratégie pour, en
partant de la configuration finale (x,, est le seul sommet marqué), retrouver la configuration initiale (aucun
sommet marqué) en k jetons et t étapes.

Solution : Pour la premiére question : on place des jetons sur tous les sommets z1 jusqu’a x,, et on les retire de
ZTp_1 jusqu’a xp dans l'ordre inverse.

Pour la deuxiéme, on peut remarquer que les conditions pour placer ou pour enlever un jeton sont les mémes (tous
les prédecesseurs marqués). Par conséquent le jeu est réversible : en partant de la configuration finale on peut
ré-appliquer les mémes étapes dans l'ordre inverse. On n’attendait pas forcément une démonstration trés formelle
pour cette sous-question, qui est principalement utile pour les questions suivantes.

Question 6. Montrer qu’'on peut marquer z;,, en O(n) étapes et O(y/n) jetons.

Solution : Soit m = |y/n]. La stratégie se découpe en plusieurs sous-étapes de la maniére suivante :

— pour tout j de 1 & m — 1, marquer le sommet jm de sorte qu'aucun sommet entre (5 — 1)m et jm n’est
marqué : on utilise pour cela la stratégie naive, qui utilise m jetons

— marquer le sommet n a l'aide de la stratégie naive (qui utilise donc < m jetons)

— pour tout j de m — 1 & 1, enlever le jeton placé sur le sommet jm. On utilise pour cela la stratégie naive.
En repartant du sommet (j — 1)m, on marque tous les sommets jusqu’a jm. On retire le jeton du sommet
jm, puis de jm — 1, et ainsi de suite jusqu'a arriver au seul (j — 1)m marqué.

La correction de cette stratégie est évidente : dans la configuration finale le sommet n est marqué et aucun sommet

1,...,n — 1 ne l'est. Le nombre de jetons utilisés est de O(y/n) pour les marquages intermédiaires et O(y/n) pour
les sous-chaines. Le nombre d’étapes est O(n).
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Question 7. Montrer qu’on peut marquer z,, en utilisant au total [logy n] 41 jetons. Combien d’étapes comporte
cette stratégie 7

Solution : On va décrire récursivement cette stratégie. Pour commencer, le sommet x; peut étre marqué avec un
seul jeton. Le sommet z9 a besoin de deux jetons.

Comme dans la question précédente, on a besoin du fait que les stratégies de marquage sont réversibles, i.e., si on
est capable d’arriver a la configuration ol seul zox est marqué, alors on est également capable, en partant de cette
configuration, de retirer un jeton placé sur ce sommet (de sorte que tous les sommets de 1 a 2¥ sont non marqués).

On montre donc par induction que :
Pour tout &, en partant d’une configuration ol aucun sommet n’est marqué, on peut marquer tout

sommet en position < 2¥ avec k + 1 jetons et T(Qk) étapes, de sorte qu’aucun autre sommet n’est
marqué.

Supposons la propriété vraie pour k. Pour tout sommet 2% < i < 25+ on procéde de la maniére suivante :

— marquer le sommet numéro 2¥ en utilisant un appel récursif. On utilise k& + 1 jetons; & ce moment seul le
sommet numéro 2F est marqueé;

— marquer le sommet i. Pour ce faire, on considére la séquence d’étapes dans la stratégie de marquage du
sommet (i — 2’“), et on répéte ces étapes, décalées de 2% positions. Au lieu de partir de la racine, on part du
sommet 2F + 1 (puisque 2F est marqué). Comme le sommet 2F est marqué, cela revient au méme (on peut
partir du sommet 2¥ + 1 comme on partait précédemment de la racine).

On utilise k + 1 jetons d’aprés ’hypothése de récurrence, et comme 2* reste marqué durant ces étapes, on a
au total k + 2 jetons. A ce stade seuls les sommets 2¥ et i sont marqués.

— on utilise une troisiéme fois I’hypothése de récurrence et la réversibilité des stratégies pour enlever le jeton
du sommet 2¥. On a donc bien que seul i est marqué.

Le nombre d’étapes nécessaires est : T(2"1) = 37(2¥). Comme on a T(1) = 1 cela implique = T(2%) = 3*
étapes. Pour un entier n donné, on utilise donc de lordre de n'°823 étapes.

Question 8. On cherche maintenant 4 obtenir un meilleur compromis entre le nombre de jetons utilisés et le
nombre d’étapes. Montrer que pour tout ¢, il existe une stratégie utilisant O(logn) jetons et O(n'*¢) étapes.

Solution : On peut généraliser la construction précédente, qui consistait & faire une récursion en coupant le
probléme en deux.

On va couper en £ parties récursivement. Soient T}, et Ji le nombre d’étapes et de jetons pour marquer tous les
sommets & distance % : Ty, < 20Tj_q et Jy, = Jp_1 +£—1, donc Ty, = (20 —1)% < (F2F et J = (¢ —1)k. (Remarquer
qu’on retrouve bien le cas £ = 2).

En posant n = (* et en faisant varier k¥ on a donc : k = log,n et donc T < n2logn/logl — pltlog2/logl of
J = ({—1)log,n = O(logn).
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FEvaluation efficace d’infixes dans les semigroupes finis

Pour un alphabet 3, on note ¥* I’ensemble des mots finis de 3 et ¥ les mots finis non vides. On note
également ¢ le mot vide. sur . Pour u = ug---u,—1 € X7 et 0 < i < j < n, on note ufi : j] le mot
wi - --uj—1. Dans la suite, on considére des semigroupes (S, -), c’est-a-dire, un ensemble muni d’une loi
de composition interne associative. L’ensemble 1 muni de la concaténation est un semigroupe.

Pour deux semigroupes T et S, une fonction n: T' — S est un morphisme de semigroupes si pour tout

u,v € T, n(uv) = n(u) - n(v).

Dans la suite, on fixe un morphisme surjectif n: X+ — S avec S qui est un semigroupe fini. En particulier, sa
taille |S| peut étre supposée constante dans la suite. On étudie le probléme suivant.

Etant donné un mot u € X7, on veut construire une structure de données pour le probléme infize de 1, ¢’est-a-dire,
une structure de données qui retourne n(uli : j]).

La complexité d’une telle structure de données est évaluée en fonction de deux paramétres :

— La complexité en temps du précalcul pour construire la structure de données.

— La complexité en temps d’évaluation d’une requéte infixe.

Toutes les complexités sont évaluées en fonction de la taille du mot n (et pas du semigroupe S). Dans la suite la
complexité des opérations arithmétiques classiques sur log(n) bits est supposée constante.

Question 1. En autorisant un précalcul polynomial, quelle complexité pour I’évaluation d’une requéte infixe peut
on espérer ?

Question 2. Montrer que quand |X| = 1, 'évaluation d’une requéte peut étre réalisée en temps constant. Quel
est la complexité du précalcul 7

Un semigroupe est un groupe, s’il existe un élément neutre e et si tout élément admet un inverse. Plus formellement,
si pour tout x, ze = ex = x et si pour tout élément x € S, il existe un unique y tel que ry = yr = 1. On utilise
dans la suite la notation x~! pour désigner un tel élément y quand le semigroupe est un groupe.

Question 3. Montrer que si S est un groupe, alors il est possible d’avoir une structure de données avec un précalcul
linéaire et un temps d’évaluation constant.

Question 4. Proposer une structure de données avec un précalcul en O(ny/n) et une évaluation de requéte en
O(1). On pourra considérer un découpage du mot d’entrée en /n morceaux de taille /n.

Question 5. En déduire que pour tout €, le probléme peut étre résolu avec une structure de données nécessitant
un précalcul O(n'*) et des requétes en O(1).

Dans la suite, pour tout mot u € £T, on définit la fonction ¢, : S — S tel que @, (z) = n(u) - .

Question 6. Montrer que si pour tout a € X, les fonctions ¢, sont des bijections, alors il existe une structure de
données avec un précalcul en O(n) et des requétes en O(1).

Dans la suite, pour ¥’ C X ; on note s la restriction de 7 a ¥t
Question 7. Montrer que s’il existe a € X tel que ¢, n’est pas une bijection, on peut construire une structure de
données pour 1 avec des requétes en O(1) et un précalcul linéaire a partir de :

— une structure de données pour 75\ {4} avec des requétes en O(1) et un précalcul linéaire

— une structure de données pour 7': 't — S avec des requétes en O(1) et un précalcul linéaire I' un alphabet

quelconque et S’ un semigroupe tel que |S’| < |S|.

Question 8. En déduire une structure de données avec un précalcul O(n) et des requétes en O(1) dans le cas
général.
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Arithmétique a virgule flottante

On définit un format de nombre & virgules flottantes ¢ par trois entiers :
1. Une précision p € IN*
2. Un exposant minimal e, € Z
3. Un exposant maximal ep,x € Z, avec epin < 0 < emax.

Etant donné un format © = (P, €min, €max), I’ensemble des nombres flottants définis via ce format est :

FP, = {(—=1)*- M -2¢ Pt 5 € {0,1},e € Z, emin < € < emax, M € N, 2771 < M < 2P}
U{(=1)% - M -20min= P15 € {01}, M € N,0 < M < 271}

La précision p correspond ainsi au nombre maximal de chiffres dans I’écriture de M en base 2.

Par exemple, le format double précision utilisé par la plupart des machines est pgq4 = (53, —1022,1023).
On suppose que @ est fixé.

On note 2 le plus grand nombre flottant représentable, et v = 277

Question 1. On suppose dans cette question que p = 3 et epnax > emin + 3. Représenter schématiquement les
nombres flottants sur [0, 26min T3]

Pour tout réel z tel que |z| < €, on note RN(z) le nombre flottant le plus proche de z.

Question 2. La définition de RN(x) est-elle bien construite ?
Question 3. Montrer qu'il existe a,b € FP tels que |a +b| < Q et a+ b & FP.

Question 4. Montrer que pour 2¢min < || < Q, RN(z) =z - (1 4+ ) avec [0| < u.

On note +gp 'addition sur les flottants, qui satisfait  +gp y = RN(z + y) lorsque |z + y| < Q.
Dans la suite, on admet que ’on peut toujours utiliser ’équation de la question 4.

Question 5. Somme de n termes.

Soit (z1,...,2,) € FP™. On considére I'algorithme suivant :
1: fonction ITERATIVESUM(x1, ..., x,)
2: S < I

3 pour i = 2 to n faire
4 S < S+Fp Z;

5: fin pour

6 renvoyer s

7: fin fonction

On suppose que n - u < 1. Montrer que

ITERATIVESUM(Z1, . .., %n) — E Zi| < Yno1 E | avec Yn =
—nu
i=1 =1
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On suppose que P'on dispose d’une primitive 2SUM : FP? — FP? telle que pour tous flottants a et b :
si (s,t) = 2SUM(a, b), alors

1. s+t=a-+b,
s =RN(a +b),
W < sl

Nt < ula+b).

AW N

Question 6. Somme compensée de n termes.

On considére l'algorithme suivant :

1: fonction COMPENSATEDSUM(Z1, ..., Zy)
2: T < X1

3 01+ 0

4 pour ¢ =2 ton faire

5 Ty Qi < QSUM(TFi_l, {EZ)

6: 0; < 0i—1 +FP G;

7 fin pour

8 renvoyer m, +gp op,

9: fin fonction

On suppose que n - u < 1. Montrer que

n
COMPENSATEDSUM(Z1, ..., &) — sz <u
i=1

n
D=
i=1

n
+ 71 Z|=’L‘i|
=1

Justifier ensuite de I'intérét de I’algorithme des sommes compensées.

Question 7. On admet les résultats suivants :

Lemme (Sterbenz). Si x,y € FP tels que § < x < 2y, alors x — y est exactement représentable.

Lemme. Soient a,b € FP, si s =RN(a +b) < Q, alors r = (a + b) — s € FP

Soient a, b deux nombres flottants tels que a > b > 0. Comment calculer a+b de maniére exacte en trois opérations 7
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Ensembles de mots infinis

Soient I' un ensemble non vide fini ou infini (dénombrable ou non) dont les éléments sont appelés des
lettres, I'* 'ensemble des mots finis, € le mot vide, I't := I'* \ {€}, et I'N T’ensemble des mots infinis.
Pour tout £ C T* et W C I'* (ou W C I'N), on pose EW := {uv | u € EAv € W}, ott uv est
la concaténation des mots u et v. Pour tout W C T'™ on pose W := TN \ W. Pour tout u mot de
I't, on note u¥ := wuu--- € I'N. Plus généralement, pour £ C T't, on note E¥ I’ensemble des mots
infinis de la forme wguqus ... o pour tout n € N u, est un mot de E. Pour tout W C I'N on pose
Wi ={uelt|u e W}. Soit W C I'N pour tout le sujet.

Question 1. 1. Que peut-on dire de TW UTW ? Et de TW NTW ?
2. Comparer I'W et TW.
3. Montrer que W =TW ssi W =T'W.

Question 2. Montrer que W =TW ssiVu e I*'Vo e TN v e W < uwv € W.

Question 3. 1. Comparer (W); et It \ ;.
2. Supposons que Yu,v € I'", uv € Wy = vu € Wy. Montrer que Yu,v € I'" uv € (W) < vu € (W)j.

Hypothése 1 pour toute la suite : 'W = W. On dit alors que W est préfixe-indépendant.
Hypothese 2 pour toute la suite : (W;)* C W. On dit alors que Wy se mélange bien.

Question 4. 1. Soient u,v € I't. Montrer que uv € Wy ssi vu € Wy. On dit alors que Wy commute.
2. Soient u,v € I'*. Montrer que uv € (W) ssi vu € (W);.
3. Soient u,v € Wy. Montrer que uv € Wy. On dit alors que W; est stable par concaténation.

4. Soient u,v € (W)y. Montrer qu'on n’a pas nécessairement uv € (W)j.

Question 5. Soient ¢ € I et B C T tel que ¢B C Wy. Montrer que Yo € BT3n > 0,c"v € Wy.

Hypotheése 3 pour toute la suite : VL, L' C F*iVU € Lue L',uv e Wy) = (3u € L'Vv € L,uv € Wy)
Hypothese 4 pour toute la suite : ((W)z)* € W. On dit alors que (W) se mélange bien.

Question 6. Soient ¢ € I' et B C T tel que ¢B C Wy. Montrer qu’il existe n > 0 tel que ¢"Bt C Wy,

Question 7. Soient c€c I'N Wy et B C T tels que cB C Wy. Montrer que ¢B* C Wy.

Pour tout ¢ € I' N Wy, soit g(c) :={x € '\ Wy | cx € Wy}. Pour tout ¢, € ' N Wy, on pose ¢ C ¢ si
g(c) Cg(c),on pose cC ¢ sicC c et g(c)# g(c), et on pose ¢ ~ ¢ si g(c) = g(c).

Question 8. 1. Montrer que C est un préordre total, i.e. une relation binaire réflexive, transitive et totale (i.e.
Ve,yeI'nWyaCyVyLCa).

2. Montrer que ~ est une relation d’équivalence avec un nombre fini de classes.
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Question 9. Montrer qu’il existe n € N et B1, Ba, ..., Boytr1 C T tels que :

AN O

Les B; sont disjoints deux & eux et leur union est I'.

Pour tout i € {1,...,n} on a By C Wy

Pour tout i € {0,...,n} on a Byip1 C (W)y.

Pour tout i € {1,...,n} et k < 2i on a BBy C Wy.

Pour tout i € {0,...,n} et k <2i+1ona BgBait1 C (W)y.
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Dualité de collections d’ensembles

Soit (X, <) un ordre partiel, i.e. une relation réflexive, transitive et antisymétrique. On note y < x si
y < z et y # x. L’ensemble des éléments minimaux pour < de A C X est noté min(A). On rappelle
que x € min(A) ssi Vy € A,y < z = y = x, ce qui équivaut aussi a Vy € A, ~(y < x). Une antichaine
de (X, <) est une partie Y C X d’éléments incomparables, i.e. Vz,y € Y, =(x < y Vy < x). Pour tout
A, B tels que BC A C X, on dit que B est co-initial dans A, noté B <. A, siVx € Ady € B,y < z.

Question 1. 1. La relation <. est-elle réflexive 7 transitive 7 antisymétrique ?
2. Soient A, B tels que B <. A. Comparer pour l'inclusion B et min(A).
3. Soient A, B tels que B <. A et b € B\ min(B). Que peut-on dire de B\ {b} 7

Question 2. Soient A, B tels que B <. A. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes. On propose
Pordre 1 = 2 puis 2 = 3 puis 3 = 4 puis 4 = 1.

1. Tout ensemble C C A tel que C <. A vérifie B C C.

2. Aucun C strictement inclus dans B n’est co-initial dans A.
3. B =min(A).

4. B est une antichaine.

Montrer que si B vérifie ces assertions, il est unique.

Soit E, I des ensembles non vides. On va considérer une famille (R;);cs telle que Vi € I, R; C E, et
lensemble Ry := {R; | i € I} qu’on appelle une collection. Le pré-dual de la collection R; est défini
comme ’ensemble des parties minimales (pour 'inclusion) de E qui intersectent tous les R;.

Question 3. Dans cette question uniquement, on suppose que E est fini. Décrire dans les grandes lignes, & mi-
chemin entre la langue naturelle et le langage algorithmique, un algorithme qui prenne en entrée une collection R;
et retourne en sortie son prédual Cj.

Soient deux collections Ry et C. Le couple (R, Cy) est dit faiblement déterminé, noté FDet(R;, Cy),
s’il vérifie 'assertion suivante : VA, B C E,(AUB = E = P), ou P est une notation pour (3i € I, R; C
A)v(3j € J,C; C B).

Question 4. Soient R; et Cj deux collections. Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes. Par
exemple en montrant 1=-2, puis 2=-3, puis 3=-1.

1. FDet(R[,CJ)
2. Pour tout A, B C E telsque AUB=FEet ANB =1, ona P.
3.VACE,(Vje JANC; #0)=3i e I,R; C A

On dit que R; et Cj s’intersectent complétement, noté Inter(Ry,Cy), si V(i,5) € I x J,R; N C; # 0.
On écrit Inter(Ry, K) au lieu de Inter(Ryr, {K}). Si Inter(Ry, Cy) et FDet(Ry, Cy), on dit que le couple
(Ry,Cy) est déterminé, noté Det(Ry, Cy).
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Question 5. Soient Ry et C'; deux collections. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.
1. Det(R,Cy).
2. Cy est co-initial pour 'ordre C parmi les parties de F intersectant tous les R;.

3. Ry est co-initial pour 'ordre C parmi les parties de £ intersectant tous les Cj.

Soient Ry et Cy deux collections. On dit que Ry effleure C';, dénoté Ef(Rr,Cy), siVj € J, Vo € Cj,3i €
I,R;nCj = {z}. On écrit Ef(Ry, K) au lieu de Ef(Rr, {K}).

Question 6. Soient Ry une collection. Les assertions suivantes sont-elles équivalentes ?
1. K est minimal parmi les ensembles intersectant tous les R;.
2. Ef(R;, K) et Inter(R, K).

Soit Ry une collection. Si le pré-dual Cy de Ry vérifie FDet(Ry,Cy), on dit que C est le dual de R;.

Question 7. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.
Det(R;,Cy) et pour toute collection C7, si Det(Ry, C}) alors C; C C7.
Det(R;,Cy) et pour tout L C J, on a —Det(Ry, Cr).

Det(R;,Cy) et Cy est le pré-dual de Ry.

Det(R;,Cy) et Cj est une antichaine

Det(R;,Cy) et Ef(Rr,Cy).

Cj est le dual de R;.

SO A T el A

Question 8. 1. Soit I ={1,...,k} un ensemble fini. Toute collection R; a-t-elle un dual ?

2. Toute collection de parties finies de E a-t-elle un dual ?
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Monoides et langages

Un monoide est un triplet (M, ar,epr) ot ey € M et a0 (M x M) — M vérifie Vo € M,z -pr epr =
ey mr=xetVe,y,z€ M,(xpy) mz=2axp (y-a2). (Informellement, un monoide est un groupe
sans garantie d’existence d’'inverses.) On abrége souvent z -py y en zy et (xy)z ou x(yz) en xyz. Fixons
un monoide (M, -as, epr) pour 'ensemble du sujet, avec M fini.

Question 1. Soit z € M.
1. Montrer que j, :=min E, ot E:={j € N | 3i € [0,j — 1],2" = 27}, est bien défini.
2. Montrer que les éléments 1, z, ..., 2+~ sont distincts deux & deux.
3. Montrer qu’il existe un unique i, € [0, j, — 1] tel que 2’ = 2=,
4. Soit p, := j, — iz. Montrer que pour tout n € IN, %" = 2%+ on r := (n mod p;) est le reste de la
division euclidienne de n par p,.

uestion N 1 ne emande pa’s e J ustincation p our CEtte queStH:Il' Clt x E . rouver ea] E te que
xy "M, el g F Y x - x yr ° p *
( Y SC]t un roupe C]‘] ( Y 1 ]S.Z “+p. On ne demande as de ‘,é]:.]ﬁsl[, e::]Etgn ce d inverses

Un groupe (G, g, eq) est dit contenu dans (M, ar,epr) si G € M et Va,y € Gy gy = 2 - y. On
n’exige pas eg = ey, donc pour tout x € M, ({z}, 5, x) est un groupe, ou -, est une restriction de -p;.
Un monoide est dit apériodique s’il ne contient que des groupes réduits & un élément.

Question 3. On rappelle que M est fini. Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes, par exemple
en montrant 1 = 2 puis 2 = 3 puis 3 = 1.

1. M est un monoide apériodique.
2. Pour tout x € M, on a p, = 1 (et donc aie*! = gi=)
3. 3k € N,V € M, zFt! = zF

On suppose dans la suite que (M, s, epr) est apériodique et fini.

Question 4 (Lemme de simplification). Soient p,m,q € M.
1. Montrer que si m = pmg, alors m = pm = mgq.

2. En déduire que si pg = ey, alors p = q¢ = ey

Question 5 (Caractérisation de 1’égalité). Soit m,z € M. Montrer que m = z ssi x € (mM N Mm) et
m e MxM. (OumM :={my |y € M} et MaM :={yzz|y,z € M}.)

Fixons un ensemble fini non vide . Soit >* I'ensemble des mots finis sur X, et € le mot vide. Soit
p: X* — M un morphisme, i.e. u(e) = ey et p(uv) = p(u) -3 p(v) pour tout u,v € 3*, ot uv est la
concaténation des mots u et v.

Question 6. Soient m € M et w € ¥*. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. m ¢ Mu(w)M
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2. w se décompose soit en w = uav ot m ¢ Mu(a)M, soit en w = wavbt ot m € M u(av)M N Mu(vb)M et
m & Mu(avb)M. (Ot u,v,t € X* et a,b € 3.)

Question 7. Soient m € M \ {en} et w € ¥*. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. p(w) € mM
2. 1l existe u,v € X* et a € X tels que w = uav et pu(u) ¢ mM et p(ua)M C mM.

Question 8. Soit m € M \ {ep}. Montrer que p~1(m) = (US* N T*V) \ (T*YE*), ott p~t(m) := {w € T* |
p(w) =m} et

U= s p 2z Vi=U awx apz) Mm
xeM\mM zeM\Mm
zu(a)MCmM Mu(a)z
Y={aeX|m¢Mula)M}UZ Z:=U a,bex ap~t(x)b
meM p(a)zMNMazu(b) M
m¢M p(a)zp(b)M
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Correspondance de Galois

On considére 'ensemble des intervalles fermés sur les entiers relatifs, ot L représente 'intervalle vide.
Z={[a,b]|acZU{-o0},be ZU{+o0},a <b}U L
L’ordre sur les entiers relatifs est étendu sur Z U {400, —o0} via :

Vn€eZ,—oo <n < 400 — 00 < +00

Question 1. Décrire 'ordre partiel C sur Z tel que i1 T i si et seulement si i1 est inclus dans io. Justifier.
Pourquoi l'ordre n’est-il pas total ?

Soient (C, <) et (A, C) deux ensembles partiellements ordonnés. La paire (a: C' — A,7: A = C) est
dite une correspondance de Galois si :

Va € AVee C,c<v(a) & alc) Ca

On note dans ce cas (C, <) % (A,D).

On dit qu'un élément a € A est une abstraction siire de ¢ € C si ¢ < v(a).

On dit que f : A — A est une abstraction stre de f : C — C'si Va € A, f(y(a)) < v(f(a)).
On considére vz : Z — P(Z) telle que

(L) =0
vz([a,b]) = {z € ZU{—00, 400} |a < z < b}

Question 2. Etablir az tel que (P(Z), <) l:l (Z,C).
T

Question 3. Donner deux abstractions stres de {1,3,5} dans les intervalles. Quelle abstraction vous semble la
plus précise ?

Question 4. Montrer que (C, <) % (A, C) si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :
Ve e C e < y(a(c))
Va € A, a(y(a)) Ea

1.
2.
3. v est croissante
4.

o est croissante

Question 5. Calculer les meilleures abstractions stires de
— (X eP(2) ={2z|z € X},
— g(X eP(2)={xe X|x <1}

Question 6. Soient fi, fo : A — A des abstractions stires de f1, fo : C — C. Sous quelle condition sur f; est-ce
que la composition des abstractions f1 o fo est une abstraction stire de f1 o fo 7

Question 7. La composition de deux meilleures abstractions est-elle une meilleure abstraction ?

On considére le programme Python suivant :
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x = randrange(0, 10) # génére un entier entre O inclus et 10 exclus
y =2 % x

if(y < 6): print(x, y)
On cherche & caractériser intuitivement ’ensemble des états de programmes possibles lors de D’affichage, i.e.,
I’ensemble des valeurs possibles pour toutes les variables. On pose V = {z,y}.

Question 8. Caractériser 'ensemble o € P(V — Z) d’états atteignables avant la conditionnelle, puis lors de
I’affichage. Si I’on utilise maintenant des intervalles, quel est ’état atteignable avant la conditionnelle ? Et lors de
I’affichage ? Quelles sont les sources d’imprécision ?

Question 9. Etablir une correspondance de Galois entre les deux types d’états de programmes mentionnés dans
la question précédente.
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Réductibilité pour la Terminaison de \sr

Le A-calcul, langage formel modélisant la programmation fonctionnelle, est défini par la syntaxe :
M,N:=z|MN | \Xx.M

oll x est issu d’un ensemble infini de variables de termes.
Ainsi, un terme M est :

— soit une variable x,

— soit une abstraction Ax.M (qu'il faut comprendre comme la fonction qui au paramétre x associe
le terme M), on dit dans ce cas que la variable x est liée dans M,

— soit une application M N (qu’il faut comprendre comme le terme - fonction - M appliqué au
terme - argument - N)

On note M[N/x] le terme obtenu en remplacant toutes les occurences (non-liées) de la variable z dans
M par le terme N.

Une relation d’a-conversion =, autorise le renommage des variables liées : si y ¢ M, alors Az.M =,
Ay.(M|z/y]). Dans la suite, on considérera les termes modulo a-conversion (on s’autorisera a renommer
les variables liées dans les sous-termes), et on utilisera cette opération pour présenter des termes dans
lesquels les variables liées sont distinctes deux & deux, et distinctes des variables non-liées.

La sémantique (le comportement d’un terme) est donnée par une relation de réduction — donnée par :

1. (\x.M) N — M|[N/z] (on applique la fonction qui & x associe M a N, et on récupére le corps
de la fonction M dans lequel 'argument N remplace le paramétre x.)

2. si M — M’ alors M N — M’ N (on peut réduire du coté « fonction » d’une application)

3. si N — N’ alors M N — M N’ (on peut réduire du coté « argument » d’une applicaton)

4. si M — M’ alors Ax.M — Az.M’ (on peut réduire dans une abstraction).
L’application est parenthésée a gauche, ainsi My My M3 désigne (My Ma) My et on écrit Azy.M pour
Ax.(Ay.M)
—* désigne la cloture réflexive et transitive de —. Les réduits d'un terme M sont les éléments de
I'ensemble {M' | M —* M'}. Un graphe de réduction d’un terme M est un graphe avec boucles ou
les sommets sont les réduits de M et les arétes sont les couples (M', M") tels que M’ — M.
On définit I = \r.x, K = Axy.x, et Q = (Az.(z z)) (\y.(y v)).
A titre d’exemple, on donne le graphe de réduction de (Azy.(x 2)) I I dans la Figure 1.

(M\y.z) I

Mey.(x 2) I T—— (My.(I 2)) 1 >z

.

FIGURE 1 — Graphe de réduction de (Axy.(z 2)) I I

Question 1. Donner les graphes de réduction des termes suivants :
1. (I 1) (1)
2. KIQ

Question 2. Donner un terme dont le graphe de réduction est infini.
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On donne un systéme de types simples au A-calcul. Les types sont donnés par :
STuw=1|85—=>T

Ainsi un type est soit une variable 7 (issue d’un ensemble infini de variables de types, disjoint de
I’ensemble des variables de termes) soit le type fonctionnel S — T des fonctions de S dans T

Une hypothése x : T associe une variable de terme a un type. Un contexte I" est un ensemble d’hypothéses
et on note I',; z : T le contexte 'U{z : T} quand x n’est pas dans I'. Un jugement de typage ' - M : T
indique que le terme M a le type T dans le contexte I (on dit qu'un terme est typable s'il existe I', T’
tel que ' M : T ). Les régles de typage permettant de déduire un jugement sont données par :

1. e:TkFx:T
2.6ilx:Th M :TyalorsI'- A e M : Ty — T
3.6i’'FM:Th T etI'EN:Ty,alors ' M N : Ty

Question 3. Montrer que O =1 : 7 — 7.

Puis montrer que K, puis K I I sont typables.
Question 4. Montrer que {2 n’est pas typable.

Question 5. Montrer la propriété de substitution assujettie :

Pour tout M, N,I',\ T, Ty, xz,si ',z : To - M : T et ' = N : Ty, alors ' - M[N/x]: T

Question 6. Montrer la propriété de réduction assujettie :

Pour tout M, M’ I, T, sil’ M :T et M — M', alors ' M':T

Un terme M est terminant quand il n’existe pas de suite (M, )nen telle que
My= M et Vn € N,Mn — Mn+1.

On cherche & montrer que tous les termes typables sont terminants.

Question 7. Montrer qu’il existe un terme terminant qui n’est pas typable.

On définit RED7, les termes réductibles de type T, par induction sur 7T :
— RED; est ’ensemble des termes terminants de type 7.

— REDp, 7, est I'ensemble des termes M de type 17 — T» tels que pour tout N € REDyy, M N €
RED7, .

Question 8. Montrer que :
1. si M € REDy, alors M est terminant.
2. si M € REDyr et M — M’, alors M’ € REDp
3.sil'F M : T et M n’est pas une abstraction, et si VM', M — M’ = M’ € REDy, alors M € REDy

Question 9. Montrer que si pour tout N € REDy, et M[N/x] € REDy,, alors \x.M € RED7, 7,

Question 10. Montrer que si M est typable, M est terminant.
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Enumeération rapide pour les équations booléennes

On considére dans cet exercice un systéme de m équations booléennes sur n variables x =
(o, xn—1) € (Z/2Z)", de la forme : V1 < k < m, fx(x) = 0. Chaque f, : (Z/2Z2)" — Z/2Z
est une fonction booléenne quadratique, c’est-a-dire un polynéme de degré 2 :

n—1n—1

fex) = f1(0)+ > agaix;

i=0 j=0

ot les a;; sont des coefficients booléens, et '’addition et le produit se font dans Z/2Z. Pour deux vecteurs
X,y € (Z/2Z)", on note x +y leur addition bit & bit dans (Z/2Z)™.

Notons que le monéme x;x; est équivalent & x; puisque pour tout Booléen x* = z. On suppose que
les équations sont aléatoires et indépendantes : chaque a;; vaut 1 avec probabilité % De plus, on pose
m < n afin de garantir 'existence (en moyenne) de solutions. On veut énumeérer toutes les solutions du
systéme.

2

On mesure la complexité des algorithmes en opérations binaires (additions et multiplications dans
Z/2Z), ainsi que d’autres opérations de base qui seront détaillées par la suite. Pour tout 0 < j <n—1,
on note e} € (Z/2Z)" le vecteur booléen (0,...,0,1,0,...,0), ne comportant quun 1 en position j. On
pourra simplifier cette notation en e; lorsque n est fixé et connu.

Pour tout entier 0 < £ < 2™ — 1, on écrit ¢ en base 2 en placant le bit de poids faible a gauche.
On note alors v(¢) la position du premier bit & 1 dans cette écriture binaire, en partant de 0; et v/(¥)
la position du deuxiéme bit & 1. Par exemple :

3 s’éerit 11 = v(3)=0,/(3) =1

26 s’écrit 01011 = v(26) = 1,1/(26) = 3

Notons que v(0) n’est pas défini, de méme que /(¢) si £ est une puissance de 2 (et n’a donc qu’un seul
bit a 1).

Question 1. Soit un systéme de m = n équations a n variables. Montrer qu’on peut énumérer (exactement) toutes
ses solutions en O(n32") opérations.

Le code de Gray & n bits est une liste de 2" vecteurs générée récursivement de la maniére suivante :
— Pour n =1 : renvoyer la liste a deux éléments [(0), (1)]

— Pour n > 1 : soit [yo, . 7y2n—1_1] le code de Gray & n — 1 bits. Renvoyer la liste de vecteurs :

[y(]HO, y1||0, ey y2n7171“0, y2"7171||17 ey yo”l]

ou || est une concaténation (par exemple (0,1,1)||0 = (0,1,1,0))

Lorsque n est fixé, on note Gray(n,t) le t-éme élément de la liste, compté & partir de 0.

Question 2. 1. Donner le code de Gray pour n = 3
2. Montrer que pour tout n, le code de Gray a n bits contient chaque vecteur de (Z/2Z)" exactement une fois
3. Montrer que pour tout 1 <t < 2" Gray(n,t) = Gray(n,t — 1) + eZ(t)

Indice : on utilisera que v(t) = v si et seulement si ¢ s’écrit sous la forme k2¥ avec k impair.
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Si f(x) est une fonction quadratique booléenne en n variables, sa dérivée en x;, notée %, est la fonction :

% cx o fx+ e + f(x)

On suppose dans la suite que calculer v, v/ ou incrémenter un compteur cofite une seule opération.

Question 3. 1. Montrer que % est une fonction affine sur (Z/22)".

2. En déduire un algorithme qui énumére tous les zéros de f en O(n2") opérations au lieu de O(n?2").
Indice : on utilisera un code de Gray pour énumeérer les vecteurs de (Z/2Z)".

Question 4. Soit t > 1 une entrée du code de Gray. Soit s le plus petit entier strictement supérieur a t tel que
v(s) = v(t). Montrer que :
Gray(n,t) + Gray(n, s — 1) = ey

Comment interpréter ce résultat ?

Indice : on utilisera que si t s’écrit sous la forme k2Y avec k impair, alors V/(t) = v(t — 2Y).

Question 5. En déduire une modification de l’algorithme précédent pour énumeérer tous les zéros de f en O(2")
opérations.

Question 6. En utilisant la question précédente, donner un algorithme pour résoudre un systéme de m = n
équations en n variables, qui utilise O((logn)2™) opérations en moyenne.

38



A Annexe : sujets proposés pour la filiere MPI

Certains sujets sont accompagnés d’ébauches de solution.
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Inférence de Types

Soit A ={A, B,C,...} un ensemble infini de variables de types.
On considére T I’ensemble des types définis inductivement par :
— N € T. (N est un type)
— A CT. (une variable de types est un type)
— siTy €T et To €T alors Ty — Ty € T. (la "fleche" de deux types est un type)

Une substitution de types o : A — T est une fonction qui vaut l'identité presque partout,

c’est-a-dire telle que {A € A | o(A) # A} est fini.

Si o est une substitution de types et T' € T un type, on note o4(1") (par abus de notation, on s’autorisera
a écrire o(T')) le type obtenu inductivement par :

— o4(N) =N.
— pour A, oy(A) = o(4).
— pour tout T4, T € T2, or(Th = Tz) = o (T1) — o4 (T2)
Un systeme d’équations de types (ou juste systéme) est un ensemble fini {(7T}, T},) }1<k<n de couples de

types.
Un unificateur d’'un systéme {(Ty,T},)}}1<k<n est une substitution de types o telle que V&, o4 (T)) =

or(Ty)-

Par exemple, on pose Sp = {(B — A,C), (N,B)}

O'Q(B) = N
et og définie par ¢ 0o(C) = N— A
0o(X) = X pour toutX ¢ {B,C}

Alors o est un unificateur de Sy car :
1. oo(B—A)=N—=Aetop(C)=N—- A

2. 0o(N) =N et 0o(B) =N

Question 1. Trouver si possible un unificateur des systémes suivants :
1. {{N—A,B—N)}
2. {(N—=A,B— (C—N)), (N=N,C)}

. A{(A—=B),(B—A)}

. {(N—= (A= N),N— B), (B,A)}

V]

Question 2. Un systéme S admet-il toujours un unificateur ?

Quand un unificateur pour S est-il unique?

uestion 3. En considérant les différentes possibilités pour les formes des types T; et T}, exprimer I'existence
p p yp 1, €XP
d’un unificateur pour {(T}, T},) }1<k<n en fonction de I'existence d’un unificateur pour un autre systéme, bien choisi.

Question 4. Rédiger 'algorithme induit par la question précédente, étudier sa terminaison.
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Soit X = {x,y, z,... } un ensemble de variables de termes.
On considére un langage d’expressions fonctionnelles £ défini inductivement par :

— N C €&, (les entiers sont des expressions)

— X C & (les variables de termes sont des expressions)

— Si (Ey, Ey) € €%, By + E5 € € (la somme de deux expressions est une expression)

— Si (Ey, Ey) € £2, E1(F3) € £ (lapplication d'une expression & une expression est une expression)

— SizeXet E €& alors (x+— E) € £ (si E est une expression et x une variable, ’expression
fonctionnelle  — E est une expression)

On supposera que les variables z apparaissant dans des sous-expressions z — E’ d’une expression E
sont toutes distinctes et distinctes deux & deux des variables de F qui n’apparaissent jamais directement
a gauche d’'un —. On note F'V(E) ce dernier ensemble de variables.

Par exemple, fo = (z — (y — z(y) + 1)) est un élément de &.

Les contextes de types sont des fonctions de D C X dans T.
On note ) le contexte de domaine vide et (I',z : T), le contexte I défini par I(x) = T et pour tout y
dans le domaine de I, y # =z = I (y) = I'(y).

Dans la suite on s’intéresse au probléme de donner un type de 7 a une expression de E € £ avec un contexte I’
qui sert d’oracle donnant le type des variables de F'V(E), quand c’est possible. On dit qu’on infére un type de E
dans le contexte T.

Question 5. Donner deux types différents qu’il semble légitime de donner & fy dans le contexte 0.
Question 6. Donner des régles qui formalisent quand il est 1égitime de donner un type T' & E dans le contexte I'.
Question 7. En déduire un algorithme qui infére un type d’une expression F.

Question 8. Utiliser cet algorithme pour trouver un typede S =z — (y +— ( 2 — z(2)(y(z)) ) ) dans le contexte

0.
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Zones

Soit V = {V1,...,V,} un ensemble de variables, et | € {Z,Q,R}.

Une contrainte de potentiel est une inégalité de la forme V; — V; < ¢, avec c € I.

Une conjonction de contraintes de potentiel sur V est représentée par une matrice M de taille n x n
telle que :

— M;; = csila contrainte V; — V; < ¢ est présente dans la conjonction
— M;; = 400 sinon

Dans la suite, on appelle ces matrices des matrices de potentiel.
Les solutions des contraintes de potentiel définies par une matrice M sont :

SOLS(M) = {(1}1, - ,?}n) (S |n|’Uj —; < Mi,]‘}

Question 1. Soit M une matrice de potentiel de taille n, et (v1,...,v,) € SOLS(M) une solution & une conjonction
de contraintes de potentiel. Montrer que Ve € I, (v1 + ¢, ..., v, + ¢) € SOLS(M).

Solution : Les +c vont s’annuler dans toutes les inégalités.
Question 2. Expliquer comment encoder des contraintes de la forme V; < c et V; > ¢ en étendant V.

Solution : Ajouter une variable V) € V. Onaensuite V; < c~ V=V <c,etV; > c&e -V, < —c~ V-V, < —c.
Il faut ensuite définir une variante des solutions sur ces contraintes étendues.

Question 3. On suppose que M;, ;, = c1,...,M;, i, = cp. Peut-on en déduire une nouvelle contrainte ?

Solution : On a donc V;, —V;; <c¢1,...,V;, — Vi <c¢p On obtient V;, — Vi, <c1+...4+cp.

n n—1

Question 4. On considére les contraintes suivantes :
LSV <51 < VsV <33V -V <1
1. Donner la représentation matricielle de cet ensemble de contraintes.

2. Montrer qu’il est possible de déduire une contrainte sur V7 qui est plus précise que les contraintes initiales.

Solution : On encode en :

Vo—-WV <-1
Vi—W<5
Vo—Ve < —1
Vo—1 <3
Vi—-W<1

+o0 5 3

La matrice est donc : | —1 400 oo
-1 1 400

Pour la question suivante, il est important de noter que la matrice représente un graphe orienté pondéré
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: |
Oui, on peut sommer Vo — Vj < 3 et V3 — V5 < 1 pour obtenir V] — Vi < 4. Graphiquement, cela correspond &
trouver le chemin de plus faible poids entre Vg et V3

Une matrice de potentiel est dite close s’il n’est pas possible de déduire de contraintes plus précises. La
cloture d’une matrice M, est la matrice M* telle que SOLS(M ) = sOLS(M™) et M* est close. On admet
que lorsque le systéme de contraintes est satisfiable, M™ existe et est unique.

Question 5. On suppose que le systéme de contraintes est satisfiable. Donner un algorithme calculant M*. Quelle
est sa complexité ?

Solution : Il faut donc utiliser 'algorithme de Floyd Warshall (au programme de MPI), dans une version en place
ici. Il n’y a pas de problémes de cycles de poids négatif grace a I'hypothése de cette question.

1: fonction FW(M matrice de taille n x n)

2: pour k£ =1 a n faire

3: pour i =1 a n faire

4: pour j =1 an faire

5: Mm’ = min(Mi,j, Mi,k + Mk’j)
6: fin pour

7 fin pour

8: fin pour

9: renvoyer M

10: fin fonction

On peut parler de complexité temporelle (cubique) et spatiale (ici, on a calculé en place la transformation).
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Question 6. Montrer que le systéme de contraintes est insatisfiable si et seulement si 3¢, Mi’fi < 0.

Solution : On montre que le systéme de contraintes est insatisfiable ssi le graphe posséde un cycle de poids
strictement négatif, par double implication. Etant donné une matrice de potentiel M, on note

=

SOLS(M) = {(’Uo, R ,’Un) S In+1|’l)j —v; < Mi,j}

Supposons que G posseéde un cycle de poids strictement négatif. On note v;,,...,v; les arétes de ce cycle.
Les poids correspondent & M;, ;,, ..., M;, ;,, et leur somme, notée c, est strictement négative. Par I’absurde,
supposons qu’il existe (vg,...,v,) € SOLS(M). Par définition, vi, — vi;, < My 4, ..., vy, — v, < M, ;. En
sommant, on obtient 0 < ¢, mais ¢ < 0, contradiction.

Par contrapposée, supposons qu'il n’existe pas de cycle de poids strictement négatif. On note G = (V, E) le
graphe initial, G’ = (V/, E'), avec V' =V U{x},E' = EU{(z,v,0)|v € E}. On note s; le plus court chemin
de x a v;, qui est bien défini car G n’a pas de cycles de poids négatif. Par définition, s; < s; + M, ;. Donc
sj —s; < Mj;. Ainsi le point (so,...,sy) est une solution des contraintes de potentiel.

Question 7. Comment adapter I’algorithme de la question 5 & une implémentation en langage C sur des entiers ?

Solution : Il faut réfléchir & deux choses :

La représentation de +0o0 comme poids des arétes non connectées (enum ou MAX_INT).

Les cycles de poids négatif peuvent créer des entiers négatifs qui grandissent trés vite. Il vaut mieux changer
I’algorithme pour que si 7 = j et M;; < 0 alors I'algorithme s’arréte, vu qu’il n’y a de toute fagon pas unicité
de la cloture dans ce cas.

Il est possible d’exhiber des matrices d’adjacence dont les coefficients de la matrice d’adjacence lors des
différentes itérations de l'algorithme croissent trés rapidement. On peut par exemple prendre la matrice
Mi,j =—1.

On considére 'algorithme de Floyd Warshall qui n’est pas en place, définit sous la forme de récurrence
suivante :

MO =
(n+1) _ (n) pr(n) (n)
My = min(M; 57, My + My, )
On montre par récurrence que Ml(l;) = 2k,

Question 8. Comment transformer les contraintes de la forme ¢;V; +¢,V; < ¢, avec g;,¢; € {—1,1} en contraintes
de potentiel 7

Solution : Cette fois-ci, on duplique les variables, (Vf représente V; et V,;~ représente —V;)

%—ngcw\/f_ngcAI/j*—Vggc
Vit Vi<ew Vi Vi <eAVi -V <c
—Vi=Vi<ew V7 =V <eAVy -V <c
Vi<ew VI -V <2
Vizews Vi =V <=2

SoLsOcT(M) = {(v1,...,vy) € I"|(v1, —v1, ..., Up, —vy) € SOLS(M)}
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Elimination des coupures dans MLL et MALL

La logique linéaire additive-multiplicative M ALL a pour syntaxe :
AB:=p|p- |A@B|A®B|A® B | A&B

avec p appartenant a un ensemble infini de formules atomiques.
L’opération de dualité -+ est définie inductivement sur les formules :

(A® B)t = At 3 B (A® B)" = AL&Bt
(AY?B)J_:AL(X)BL (A&B)J‘:ALEBBL (pL)L:p
On note I', A des multi-ensembles A, ..., A, de formules (c’est-a-dire que les A; ne sont pas ordonnées,

mais on tient compte de leur multiplicité). Un séquent linéaire (ou seulement séquent, dans ce sujet)
F T est prouvable quand on peut le déduire des régles suivantes (c’est-a-dire construire avec ces régles
une preuve dont F I est la conclusion) :

(%) FI, AL I—A,A(C 0 FT,A I—B,A(@) I—F,A,B(yy)
A AL FT,A B FT,A® B, A FT. A% B
FT,A4  FT,B o T, A - T, B o)
F T, A&B FT,AeB FT,A® B’

Une occurence de (Cut) dans une preuve qui ajoute les formules A et AL dans ses séquents prémisses
est appelée une coupure sur A.

Usuellement on appelle "tenseur" le connecteur ®, "par" le %, "plus" le & et "avec" le &.
On définit la formule A — B comme A+ 7% B.

Question 1. Montrer que F A® (B@ C) — (A® B) & (A® C) est prouvable
Question 2. Montrer qu’il n’existe pas de preuve de - A — (A ® A) sans coupure.

Question 3. Informellement, on interpréte la formule A comme "un exemplaire de la ressource A".

Donner une interprétation informelle des symboles -+, ®, @, &, —o.

On dit qu’une régle élimine la formule A, si A est une formule qui apparait dans le séquent conclusion
de la régle mais dans aucun des séquents prémisses. Par exemple, la régle (®) élimine la formule A® B.
Dans une preuve, on dit qu’une coupure sur la formule C' est principale si C* et C sont toutes les deux
éliminées par (respectivement) la premiére régle appliqué a la prémisse gauche et la premiére régle
appliquée a la prémisse droite de la coupure.

Question 4. Soit IT une preuve de - I'y contenant une coupure principale sur la formule C'.

Montrer qu’on peut supprimer la coupure sur C' de II, c’est-a-dire obtenir une preuve de - I'g sans coupure sur C.

Question 5. Soit II une preuve de F I'y contenant une coupure non-principale sur la formule C. Montrer qu’il
existe une preuve II' de F I'y sans coupure sur C.

Le théoréme d’élimination des coupures dans un systéme de preuve (un ensemble de régles) £ contenant
(Cut) est donné par :
Tout séquent = T' prouvable dans L est prouvable dans L privé de la régle (Cut)
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Question 6. Les transformations induites par les questions 4. et 5. forment-elle un bon algorithme pour prouver
I’élimination des coupures dans MALL 7

MLL est la logique obtenue & partir de MALL en n’utilisant que les formules atomiques, la dualité -+
et les connecteurs ® et ¥, et seulement les régles (Ax), (Cut), (®) et (%).

Un réseau de MLL (ou simplment réseau) est un graphe orienté avec arétes pendantes (des arétes sans
destination dont la source est un sommet du graphe), dont les sommets (appelés noeuds) sont étiquetés
par (Ax), (Cut), (%), (®). Chaque noeud étiqueté par (®) ou (%) a autant d’arétes entrantes que
le nombre de prémisses de la régle associée a son étiquette. Les noeuds étiquetés par (Ax) n’ont pas
d’arétes entrante et deux arétes sortantes. Les noeuds étiquetés par (Cut) n’ont pas d’aréte sortante et
deux arétes entrantes.

Question 7. Donner un algorithme qui prend une preuve Il de MLL et la transforme en un réseau correspondant.

Un réseau de preuve est un réseau dans I'image de I’algorithme précédent (obtenu a partir d’une preuve
d’un séquent de MLL).

Un interrupteur d’un réseau R est un graphe non-orienté obtenu en supprimant les arétes pendantes
de R, en supprimant, pour chaque noeud étiqueté par % dans R, une des deux arétes entrantes dans
ce noeud, et en désorientant les arétes restantes.

On admet le théoréme de Danos-Régnier :

Un réseau R est un réseau de preuve si et seulement si tout interrupteur de R est connexe et acyclique.

Question 8.

1. Donner deux preuves différentes d’un méme séquent linéaire envoyées par I'algorithme de la question 7. sur
le méme réseau.

2. Donner un réseau qui n’est pas un réseau de preuve.

3. Donner un algorithme prend un réseau de preuve obtenu & partir d’'une preuve prouvant le séquent - I' et
renvoie une preuve de F I'.

Question 9. Montrer le théoréme d’élimination des coupures dans MLL.

Question 10. Peut-on appliquer cette technique & MALL 7
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Structures pliables et traversables

On se place dans un langage récursif, fonctionnel, avec des définitions de types inductifs et un systéme
de types polymorphes similaire & OCaml. On pourra utiliser indifféremment du pseudocode fonctionnel
ou la syntaxe OCaml.

On suppose 'existence :

— d’une fonction identité id de type A — A;

— d’un opérateur (o) : (A — B) — (B — C) — (A — C) de composition de fonctions, noté o dans
sa version infixe; et

— de types de bases usuels, comme int le type des entiers et unit le type de I'unique élément ().

On donne la définition d'un type polymorphe liste A (ot A est une variable de type) et, a titre
d’exemple, de la fonction longueur de type liste A — int en pseudocode (par exemple) :

liste A =Nil | Cons A (liste A)
longueur : liste A — int
longueur Nil =0
longueur (Cons  qu) = 1+ (longueur qu)

et en OCaml :

type ’a liste = Nil | Cons of (’a % ’a liste)
let rec longueur : ’a liste —> int = function
Nil — 0
| Cons (_,qu) — 1 + (longueur qu)

Un type T est un monoide, s'il existe (c’est-a-dire, si on peut définir) e de type T et (¢) de type
T — T — T, noté o dans sa version infixe, tels que pour tous a, b, cde type T', (a ¢ b) o ¢ = a o (b o ¢)
ete o a=a ¢ € =a.

Question 1. Montrer que liste A est un monoide pour tout A.

Un constructeur de type est une fonction mathématique C' qui associe & un type paramétre T un type
résultat C' T. Par exemple liste est un constructeur de type.
On dit qu’un constructeur de type C est pliable quand il existe un fold de type

(A-B—-B)—-B—-CA—B

pour tous types A et B, tel que fold f e t applique de maniére répétée la fonction f a chacun des
éléments de type A de la structure t (elle-méme de type C'A) pour produire une valeur de type B, en
partant initialement de I’élément e de type B.

Question 2. Montrer que liste est pliable.

Un fold pour liste est-il unique ?
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Question 3.

1. Donner la définition d’un constructeur de type barbre tel que les éléments de barbre A sont des arbres
binaires dont les noeuds sont des éléments de A.

2. Montrer que barbre est pliable.

3. Expliquer comment différentes définitions de fold permettent de générer les parcours infixe et préfixe d’'un
arbre.

Question 4. Utiliser fold pour écrire arbreTaille : int — liste (barbre unit), la fonction générant une liste
des arbres binaires de taille n (c’est-a-dire, & n nceuds) avec les nceuds prenant leur valeur dans unit.

Une définition alternative d’un constructeur de type pliable est I'existence d’un foldmap de type
(A->M)—-CA—-M

pour tout type A et pour tout monoide M, tel que foldmap f ¢ parcourt la structure ¢t en accumulant
une valeur de type M.

Question 5. Montrer que liste et barbre sont pliables pour cette définition.

Donner deux définitions de foldmap pour les barbre permettant de générer les parcours infixes et préfixes.

Question 6. Montrer que les deux définitions de pliabilité sont équivalentes.

Un foncteur applicatif est un constructeur de type F' pour lequel il existe pour tous types A, B :
1. fmap de type (A - B) - F A— F B
2. pure de type A > F A
3. (®) de type F (A — B) —» F A — F B, noté ® dans sa version infixe.

qui vérifie (entre autres) les lois suivantes :
fmap id = id fmap (f o g) = (fmap f) o (fmap g)
(pure id) ® v ="

Question 7. Sans vérifier formellement les lois, donner deux maniéres différentes de montrer que liste est un
foncteur applicatif.

Un constructeur de types C est traversable s’il existe traverse de type
(A-FB)—»CA—F (CB)

pour tout foncteur applicatif F' et types A et B.

Question 8. Montrer que barbre est traversable.

Question 9. On dispose d’un arbre ¢ de type barbre A et une fonction futurs qui & un élément A associe un
une liste de type liste A qui correspond aux « futurs possibles » (dans un sens non-déterministe) d’un élément.

A quoi correspond traverse futurs t?
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Graphes parfaits

Pour S un ensemble, on note P2(S) = {{z,y} : x,y € S,z # y} les sous-ensembles de S de cardinalité 2.
Dans tout le sujet, on considére des graphes non-orientés G = (V, E), avec un ensemble fini de sommets
V', et un ensemble d’arétes E C Pao(V).

Coloriage. Un coloriage d'un graphe G = (V, E) est une application V' — IN. Dans ce contexte, on
appelle les entiers des couleurs. Un coloriage est valide si toute paire de sommets reliés par une méme
aréte a des couleurs différentes. Le nombre chromatique de G, noté x(G), est le nombre minimal de
couleurs nécessaires pour créer un coloriage valide de G.

Sous-graphe induit. Etant donné un graphe G = (V, E) et un sous-ensemble de sommets W C V/,
le sous-graphe induit par W est le graphe G[W| = (W, E N Py(W)). On dit que c’est un sous-graphe
induit propre si W est inclus strictement dans V.

Cliques. Une cligue d'un graphe G = (V, E) est un sous-ensemble de sommets W C V tel que le
sous-graphe G[W] induit par W est un graphe complet, c’est-a-dire : G[W] = (W, P2(W)). On note
w(@) la cardinalité de la plus grande clique de G.

Anticliques. Une anticlique d'un graphe G = (V, E) est un sous-ensemble de sommets W C V tel que
le sous-graphe G[W] induit par W ne contient pas d’aréte, c’est-a-dire : G[W] = (W, @). On note a(G)
la cardinalité de la plus grande anticlique de G.

Question 1. Soit G un graphe quelconque. Montrer x(G) > w(G).

Question 2. Soit G = (V| E) un graphe quelconque.

a.

Montrer qu’un coloriage valide de G avec ¢ couleurs existe si et seulement si il existe une partition { Ay, ...
de V en c anticliques.

Montrer x(G)a(G) > |V].

Graphe parfait. Un graphe G est dit parfait si tous ses sous-graphes induits G[W] satisfont :
X(GW]) = w(G[W]).

Graphe imparfait minimal. Un graphe G est dit imparfait minimal s’il n’est pas parfait, et que tous
ses sous-graphes induits propres sont parfaits.

Question 3. Donner un exemple de graphe parfait, et de graphe imparfait minimal.

Pour simplifier les notations, dans les questions 4 a 8, on fixe G un graphe imparfait minimal quelconque.
Sans perte de généralité, on pose V = {1,...,n}. On note o = a(G), w = w(G), x = x(G).

Question 4. Soit A une anticlique de G. Montrer w(G[V \ 4]) = w.

Question 5. Soit Ay une anticlique de GG de cardinalité oe. Montrer qu’il existe aw anticliques Aq, ...
que pour chaque sommet v € V, v fait partie d’exactement « anticliques parmi Ao, ...

Voe V. [{i €{0,...,aw} :v € A} = a.)

Question 6. On considére une suite d’anticliques Ag, . .

que pour tout ¢ dans {0,...,aw}, il existe une clique C; telle que C; N A; = @, et Vj # 4, |C; N Aj| = 1.
Indication : utiliser la question 4
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Matrice d’incidence. Etant donné une suite Vp, . . ., Vi de sous-ensembles de V = {1,...,n}, on dé-
finit la matrice d’incidence de la suite (V;) comme la matrice M = (M; ;)i<i<n,0<j<aw € {0, 1}”X(°““+1)
définie par M; ; = 1 sii € V}, 0 sinon.

Question 7. Soit M 4 la matrice d’incidence de la suite Ay, ..., Ay, de la question 5, et Mo la matrice d’incidence
de la suite Cy, ..., C4, de la question 6. On note M;lr la transposée de M 4.

Montrer que MZMC est de rang aw + 1, ol les matrices sont vues comme & coefficient dans Q.

Question 8. Montrer n > aw + 1.

Dans les questions suivantes, G = (V, E) est un graphe quelconque.

Question 9. Montrer que G est parfait si et seulement si w(G[W])a(G[W]) > |W| pour tout sous-graphe induit
G[W] de G.

Question 10. Soit G = (V,P2(V)\ E) le graphe complémentaire de G. Montrer que G est parfait si et seulement
si G est parfait.
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Théoréme des amais

L’objectif du sujet est de montrer que dans tout groupe de personnes, si chaque paire de personnes a
exactement un ami en commun, alors il existe quelqu'un (le diplomate) qui est ami de tout le monde.
Le probléeme est modélisé par des graphes.

Graphe. Pour S un ensemble, on note Pa(S) = {{z,y} C S :x # y} I'ensemble des paires d’éléments
distincts de S. Dans tout le sujet, on considére des graphes non-orientés G = (V, E), composés d’un
ensemble fini de sommets V', et d’un ensemble d’arétes E C Pa(S).

Voisins. Etant donné un graphe G = (V, E) et un sommet 2 € V, 'ensemble des woisins de x est
N(zx) ={y €V :{x,y} € E}. Le degré de x est le nombre de voisins de x.

Graphe d’amis. Un graphe d’amis est un graphe G = (V, E) tel que |V| > 2 et pour tout z,y € V
avec x # y, il existe un unique sommet, noté x x y, tel que : {z,x xy} € F et {y,x xy} € E.

Diplomate. Etant donné un graphe G' = (V, E), un diplomate est un sommet de degré |V| — 1.
Exemple. Le graphe complet a trois sommets G = ({1, 2,3}, {{1, 2}, {2,3}, {1, 3}}) est un graphe d’amis
contenant 3 diplomates.

Question 1.

a. Montrer qu'un graphe d’amis G' = (V, E') ne contient pas de 4-cycle, c’est-a-dire :
—Ha,b,¢,d} €V, {{a,b},{b,c},{c,d},{d,a}} € E.
b. Donner un exemple de graphe d’amis & 5 sommets.

Question 2. Dans cette question, on suppose que G est un graphe d’amis contenant un sommet x de degré 2. On
note vy, z les deux voisins de z.

a. Montrer {y, z} € E.
b. Montrer V = N(y) U N(z).

c. Montrer que y ou z est un diplomate.

Dans les questions 3 a 5, on fixe G = (V, E) un graphe d’amis ne contenant pas de sommet de degré
2. (On suppose donc pour linstant qu'un tel graphe existe; on verra plus tard si cela améne une
contradiction.) Soit n = |V|. Sans perte de généralité, on pose V = {1,...,n}.

Question 3. Soit {z,y} une aréte de G et z = xxy. Soit X = N(z)\{y,z},Y = N(y)\{z, 2}, Z = N(2)\{z, vy},
et W=V\(XUYUZU{z,y,z}).

a. Montrer que I'application suivante est bien définie et bijective :
fo : X XY > W

(a,b) — axb.

b. Montrer que tous les sommets de G on le méme degré (on dit que G est régulier).

c. On note § le degré d’un sommet de G. Montrer n = §%2 — § + 1.

Matrice d’adjacence. La matrice d’adjacence de G est la matrice M; jeqq,.. 3 € R™™ définie par
M;; =15si{i,j} € E, 0 sinon.
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Question 4. Soit M la matrice d’adjacence du graphe G. On a vu dans la question 3 que G est régulier; et on
note § le degré d’un sommet de G. Montrer M? = 1,, + (§ — 1)Id,,, out 1,, € R"*™ est la matrice ne contenant que
des 1, et Id,, € R™*™ est la matrice identité.

On admet (ou rappelle) les faits suivants.
— Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable.
— La trace d’'une matrice est invariante par changement de base.
— SikeNetVke Q, alors VkeNN (lemme de Dirichlet).
— Les valeurs propres de M? = 1,, + (§ — 1)ld,, sont 62 (multiplicité 1) et § — 1 (multiplicité n — 1).

Question 5. Montrer que la trace de M doit étre nulle, et aboutir & une contradiction.

Question 6. Montrer que pour tout graphe d’amis G = (V, E), il existe un diplomate d € V', et une partition de
V'\ {d} en paires {{z1,y1},...,{zk, yr}}, telle que E = Ule{{xi,yi}, {d,z;},{d,y;}}.

Graphe moulin
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Raisonnements ensemblistes

L’ensemble des entiers naturels est noté IN, et I'ensemble des parties de IN est noté P(IN).

Soit 7 un ensemble fini dont les éléments sont appelés des variables ensemblistes. Une inclusion est
une formule s’écrivant : (X CY) ou X (resp. Y) est une variable ensembliste, ou (J, ou IN. Par abus de
notation, @) et IN représentent ici respectivement les ensembles vide et plein.

Attention : dans la suite, par convention, les lettres A, B, C, D ... désigneront des éléments de 7, tandis
que les lettres XY, Z désigneront des éléments de 7 U {0, IN}.

Une conjonction d’inclusions sur les variables de T est dite satisfiable s’il existe une valuation f : T —
P(IN) des variables qui vérifie toutes les inclusions.

Pour deux formules ® et ¥, ® E W signifie que toute valuation satisfaisant ® satisfait également W.

Question 1. 1. Montrer que la conjonction d’inclusions : (IN C A1) A (Az € A3) A (A3 C 0) est satisfiable.

2. Montrer qu’en ajoutant I'inclusion : IN C As, ce n’est plus satisfiable.
Solution : Prendre A1 = N, Ay = A3 = (). Dans le deuxiéme cas on a une contradiction entre Az = IN et A3z = 0.

Question 2. Soit une conjonction d’inclusions ne contenant aucune inclusion de la forme IN C X. Montrer que
cette conjonction est satisfiable.

Solution : 11 suffit d’évaluer toutes les variables & (.

Soit une conjonction d’inclusions ® = (X7 C Y7) A ... A (X C Y%). On définit un graphe orienté Gg
tel que :

— Les sommets de Gg sont les éléments de 7 U {0, N}
— Pour toute inclusion X; C Y; de ®, on crée une aréte X; — Y; dans Gg

— Pour tout sommet A # IN, on crée une aréte A — IN, et pour tout sommet A # (), une aréte

0— A
Un chemin dans G est une séquence de sommets Zy,..., 7, reliés par des arétes 21 — Zo, Zoy —
Zs3,...,Zp—1 — Zy. Par convention, on autorise des chemins ne comportant qu'un seul sommet (et

aucune aréte).

Question 3. Montrer I’équivalence entre les propriétés suivantes :
1. @ est satisfiable
2. Il n’existe pas de chemin dans G4 menant de IN & ()
3. @ est satisfiable a valeurs dans {0, N}

Solution : Pour 3 = 1 : si ® est satisfiable a valeurs dans {(), IN}, en particulier elle est satisfiable.

Pour 1 = 2: tout chemin 77 — Zy — ... — Z} dans G se traduit en une chaine d’inclusions Z; C ... C Z;. Par
conséquent, s'il existe un chemin de IN & (), par transitivité de I'inclusion (et récurrence immédiate sur la longueur
du chemin) ® implique IN C () ce qui est une contradiction, et elle n’est pas satisfiable.

Pour 2 = 3 : Pour un sommet X de Gg, soit s(X) I’ensemble des sommets Y tels que X —* Y (successeurs,
par cloture transitive), et p(X) l’ensemble des sommets Y tels que X —* Y par des chemins dans le graphe
(prédécesseurs).
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Supposons qu’il n’existe pas de chemin de IN & ). On montre qu’il existe une valuation qui fonctionne, qui sera a
valeurs dans {0, IN}. On propose d’évaluer & IN pour Viy = s(IN) et () pour Vi = p(0). Par hypothése Vj et Vi sont
disjoints. Quant aux sommets restants, on les évalue tous & (). Pour vérifier que cette valuation fonctionne, il faut
vérifier qu’elle satisfait toutes les inclusions de ®.

Soit X C Y une inclusion dans ®. On étudie les cas possibles : si X € Vi, alors Y € Vi et 'inclusion est satisfaite.
SiY € Vp, alors X € V) et de méme. Si X € Vj, alors X C D sera toujours satisfait. Si Y € Vi, de méme. Reste le
casou: X ¢ (VhUVy) et Y ¢ (VpU Vy). Comme on a évalué ces deux variables a () cette inclusion est satisfaite.

Question 4. Montrer que si ® est satisfiable et X et Y sont des sommets de Gg, alors ® F (X C Y) si et
seulement s’il existe un chemin dans G¢ menant de X a Y.

Solution : Une des deux implications est facile : §’il existe un chemin de X a Y, ona X CY.

Supposons qu’il n’existe pas de chemin de X a Y (en particulier X # Y, car X —* X est aussi un chemin). Par
hypothése ® est satisfiable, donc il n’y a pas de chemin de IN & ). Cette fois, on va trouver une valuation de ® qui
ne satisfait pas X C Y.

L’idée est d’assigner ) & Y et IN & X, et de voir si on peut encore satisfaire toutes les inclusions de ®. (Notons
qu’on ne peut pas avoir Y = IN ni X = () ici puisque cela contredirait I’hypothése selon laquelle il n’y a aucun
chemin). On propose la valuation suivante : IN pour Viy = s(X) (qui contient aussi les successeurs de IN puisque IN
est successeur de X); () pour Vj = p(Y') (qui contient aussi les prédécesseurs de ) ; @ pour les sommets restants.
Par hypothése V{ et Vi sont disjoints, sinon on aurait un chemin de X & Y. On réutilise le raisonnement ci-dessus
pour montrer que toutes les inclusions de ® sont satisfaites.

On peut remarquer que par exemple une formule ® force ) C A pour toute variable A, méme si A n’apparait pas
dans ®.

Question 5. En déduire un algorithme Résolution qui prend en entrée une conjonction d’inclusions ® et une
inclusion (X CY), et détermine si ® F (X C Y). Montrer qu’avec la bonne structure de données, cet algorithme
est de complexité linéaire en le nombre d’inclusions de ® et de variables de T .

Solution : II faut d’abord déterminer si ® est satisfiable (dans ce cas on renvoie Vrai tout le temps).

Ensuite, il faut déterminer s’il existe un chemin entre X et Y dans le graphe G. On fait simplement un parcours
en profondeur & partir de X (il n’est pas demandé de le détailler, puisqu’ils sont censés le connaitre). Quand le
graphe est représenté comme une liste d’adjacence, la complexité est linéaire en le nombre d’arétes. Ce nombre
d’arétes dépend du nombre d’inclusions dans ® et de variables dans 7T .

On considére maintenant des formules logiques dont les littéraux sont des inclusions, par exemple :
(X1 € Xo) V(X2 C X3) V—(Xy CX3)
Ces formules sont écrites en forme normale conjonctive. On suppose que toutes les clauses sont Horn,

c’est-a~dire qu’elles contiennent au plus un seul littéral positif (sans négation). On les interpréte alors
comme des implications. La formule ci-dessus devient ainsi :

((Xz C X3) A (X4 C X3>> — (X, C X)

On appelle une telle formule inclusion-Horn et on lui étend la notion de satisfiabilité ci-dessus.
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Question 6. Montrer que la formule inclusion-Horn avec les clauses suivantes :

—(A3 € 0)
—(A1 € 43)
—(Az € A3) vV (A C Ay)
(INC 4y)
(A2 C 0)

est satisfiable, mais qu’aucune de ses valuations satisfaisantes n’est a valeurs dans {(), IN}.

Solution : On est obligé de prendre A; = IN, Ay = (). Ensuite, comme A; C As est faux, il ne reste plus que les
contraintes : =(A; C A3) = A3z # N et =(A3 C ()) = A3 # (). Pour A3 on peut prendre tout ensemble non
vide qui n’est ni () ni IN.

On admet la propriété (P) :

Soit ¥ une conjonction d’inclusions. Si ¥ est satisfiable, il existe une valuation f telle
que pour tous sommets X,Y dans le graphe Gy, s’il n’existe pas de chemin entre X et Y,

alors f(X) et f(Y) sont incomparables (i.e., f(X) Z f(Y) et f(Y) L f(X)).

Question 7. Soit ® une formule inclusion-Horn, et soit ¥ la conjonction de toutes les clauses de ® ne contenant
aucun littéral négatif. C’est donc une conjonction d’inclusions de la forme : ¥ = (X; C Y1) A... A (X C Yy).

Montrer que si ¥ est satisfiable, et si pour tout littéral négatif —=(X C Y') dans les clauses de &, ¥ £ (X CY),
alors @ est satisfiable.

Solution : Noter que, puisque le graphe Gy contient toutes les variables de T (y compris les variables qui ne sont
pas dans W), la valuation donne bien des valeurs a toutes ces variables.

Supposons que W est satisfiable. Utilisons la valuation ci-dessus. Pour toutes variables X,Y, si U ¥ (X CY) alors
il n’existe pas de chemin entre X et Y par la question 4. Donc f(X) et f(Y) sont incomparables, donc le terme
(X CY) est vrai.

Par conséquent cette valuation rend tous les termes négatifs dans les clauses de ® vrais. Toutes les clauses sans
termes négatifs étant vraies (puisque W lest), toutes les clauses de ® sont vraies. Elle est donc satisfiable.

Question 8. En déduire un algorithme déterminant, en temps polynomial, si une formule inclusion-Horn est
satisfiable.

Solution : On définit un algorithme récursif.

Soit ® une formule inclusion-Horn et soit ¥ I’ensemble de ses clauses positives. On effectue une disjonction de
cas. On voit avec la question 7 qu’on va avoir par exemple le cas ol W est satisfiable et n’implique aucun littéral
négatif, dans ce cas on peut s’arréter et la formule est satisfiable. Sinon il reste d’autres cas :

1. Si & contient une clause vide, on renvoie « Non satisfiable »
2. Si U n’est pas satisfiable, on renvoie « Non satisfiable »

3. Sinon, il existe un littéral négatif =(X C Y') dans une des clauses de ® tel que ¥ F X C Y. Il faut observer
que la formule obtenue en enlevant =(X C Y') de la clause correspondante est équivalente a ®.
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Cela nous donne un algorithme récursif qui transforme ®, ¥ en ®, ¥’ ou @’ est plus petite que ® (quand on ne
s’arréte pas) d’un littéral négatif. Chaque appel récursif réduit la taille de la formule, donc le temps est polyno-
mial. La correction de 'algorithme découle des questions précédentes. On peut raffiner le temps d’exécution de
quadratique a linéaire en utilisant des structures de données adaptées.

Question 9. Prouver la propriété (P).

Solution : La valuation se construit en résolvant d’abord les cycles de Gy, de fagon a enlever toutes les inclusions
triviales. On enléve aussi les successeurs de IN et les prédécesseurs de () (dont les valuations sont évidentes).

On fait ensuite un tri topologique sur les sommets restants, de fagon a les parcourir dans l'ordre suivant : on doit
s’assurer que pour chaque sommet, on a d’abord étudié tous ses prédécesseurs. On démarre de (). Soit Ag, ..., Ay, ...
la séquence des sommets rencontrés, alors I’ensemble S(Ay) correspondant & Ay, est calculé de la maniére suivante :

Sy ={ktu |J S

X,X%Ak

Cette valuation satisfait bien toutes les inclusions, et de plus, elle a la propriété demandée par construction.
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Permutations triables par pile

On s’intéresse aux permutations P(n) de {1,...,n}. Une permutation 7 € PB(n) est assimilée a la suite
(m(1),7(2),...,m(n)).

Machine a pile. Une machine & pile maintient en interne une structure de pile, initialement vide.
Elle prend en entrée une permutation (7(1),...,7(n)), et effectue une suite fixée d’opérations empile
et dépile.

— empile : lit le premier élément non encore lu de la permutation, et I'ajoute a la pile. La i-iéme
opération empile ajoute donc 7 (i) a la pile.

— dépile : enléve le dernier élément ajouté a la pile, et le renvoie en sortie.

La sortie de la machine est une suite d’éléments de {1,...,n} renvoyés par les opérations
dépile, pris dans lordre ou ils sont renvoyés. FEzemple : la machine EEDEDD qui effectue
(empile, empile, dépile, empile, dépile, dépile) avec en entrée la permutation (3,1, 2) renvoie (1,2,3) :

EEDEDD(3,1,2) = (1,2, 3).

On remarque que le comportement d’une machine a pile est entiérement défini par la suite (fixe)
d’opérations empile et dépile qu’elle effectue.

Suite valide. Une telle suite d’opérations est dite walide si elle contient exactement n opérations
empile et n opérations dépile, et si a tout instant, le nombre d’opérations dépile effectuées est inférieur
ou égal au nombre d’opérations empile effectuées. Dans tout le sujet, on ne considére que des machines
effectuant des suites valides d’opération.

Permutation triable par pile. Une permutation m € B(n) est dite triable par pile s'il existe une
machine a pile qui prend en entrée (7w(1),...,m(n)), et qui renvoie (1,...,n).

Ezemple : I'égalité EEDEDD(3,1,2) = (1,2, 3) plus haut montre que (3, 1,2) est triable par pile.

Question 1. Montrer que les permutations (1,2,3,4), (4,3,2,1), (1,3,2,4) sont triables par pile.

Motif. On dit que 7 € P(n) contient le motif p € P(k) pour k < n il existe 1 < -+ < @
dans {1,...,n} tel que (m(z1),...,7(7x)) = (Tp1)s---,Tp)) (ou plus informellement : tel que
(m(xz1),...,m(zx)) et (p(1),...,p(k)) sont « dans le méme ordre »).

Question 2. Montrer que si 7 est triable par pile, alors elle ne contient pas le motif (2,3,1).

Question 3. Montrer que si 7 ne contient pas le motif (2,3, 1), alors elle est triable par pile.

Question 4. L’ensemble des permutations triables par pile est-il clos par composition ? Par inverse 7

Question 5. Proposer un algorithme qui détermine en temps linéaire en n si une permutation = € (n) est triable

par pile.
Indication : on peut utiliser les questions 2 et 3, mais ce n’est pas obligatoire.
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Graphe associé a une permutation. A une permutation = € PB(n), on associe le graphe non-orienté
G(m) = (V, E) de sommets V = {1,...,n}, et d’arétes F = {{a,b} € V :a <bet w(a) > m(b)}.
Graphe triable par pile. On dit qu’un graphe G = (V, E) avec V = {1,...,n} est triable par pile
il existe T € P(n) tel que G = G(m) et 7 est triable par pile.

Graphe réalisable. On dit qu'un graphe G = (V| E) est réalisable s'il est possible de renommer ses
sommets V' avec les entiers {1,...,n}, de telle sorte que le graphe obtenu est triable par pile.

Question 6. Montrer que 7 — G(7) est une injection de B (n) vers 'ensemble des graphes de sommets {1,...,n}.
Est-ce une bijection ?

Question 7. Donner un exemple de graphe qui n’est pas réalisable.

Question 8. On considére 'ensemble des graphes formés en partant du graphe vide (&, @), et en utilisant uni-
quement les deux opérations suivantes : ajout d’un sommet universel & un graphe de ’ensemble (un sommet est
dit universel s'il est relié a tous les autres sommets), union disjointe de deux graphes de ’ensemble. Montrer que
I’ensemble obtenu est exactement ’ensemble des graphes réalisables.

Question 9. En s’inspirant de la question précédente, proposer un algorithme qui détermine si un graphe G =
(V, E) est réalisable, en temps O(|V]?).
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